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Vorrede. 

t 

> * 1 

Der zweyte Theil der Geometrie, der Stellung 
enthält aufser dem, was von dem Hauptwerke 
noch nicht überfetzt war, das Memoire über 
die Entfernungen 5 beliebig im Raume änge- ' 
nommener Punkte, und die Theorie der Trans- 

/ v 

verfalen. ' Beydes habe ich auf Verlangen des 
VerfalTers beygefiigt. 

d 

Das Memoire enthält eine vollftändige 

• » • 

Behandlung der drey r eckigten Pyramide, For- 
meln, die freylich nicht zur Viumerifchen Auf- 
löfung gefchickt lind, indelTen , wenn dies 
gefordert würde, in den meiften Fällen, durch 
Umformungen gefchmeidig gemacht werden 
können. 

Die Theorie der Transverfalen hätte eigent- 
lich in das Hauptwerk verwebt werden follen, 
indelTen hielt ich es für unbefcheiden , eine 
Arbeit zu übernehmen, die der VerfalTer (fo 
fcheint es aus einem Briefe) lieh felbft Vor- 
behalt. ' 

Statt meiner Anmerkungen , die ich füg- 
lieh unterdrücken kann , um nicht zu wieder- 

• V 

hohlen, was fchon von dem Figcenfentcn in 

' V t 

, / . , 

* N ' , , 
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den Heidelberger Jahrbüchern gefagt ift, habe 
ich dem Werbe Zufätze gegeben, von denen 
ich die meifien der freundfchaftlichen Güte des 
Herrn Profeflor Gaufs verdanke. 

Es wäre thörigt, was dem Geometer 
D eutfchlands zugehört, namentlich aushe- 
ben zu wollen — deutlich genug ift des Mei- 
fters Stempel auch Seinen Erhohlungen auf- 
gedrückt — nur für die, welche den Zufall 
fcheuen, der die Suchenden auf eine meiner 
Arbeiten führen könnte, bemerkeich, dafs I, 

II, V, VI, VII, von Ihm find. 

> ' Ehe ich fchliafse, mufs ich den Vorwitz 

des Setzers oder Correctors rüsren, der am Ende 

■ ° 

des erfien Theils, Itatt der Worte: 

„fonlt habe ich nur folgende erhebliche 
„Schreib - und Druckfehler bemerkt:“ 
fich unterfing 

„folrft habe ich nur folgende erhebliche 
„Schreibfehler bemerkt;“ 
abzudrucken, auch gegen meine, und meines 
Herrn Verlegers Erinnerung fortfuhr, das k an 
die Stelle des c zu fetzen. Ein flüchtiger Blick 
auf das Verzeichnifs der Fehler zeigt, wie viele 

darunter Druckfehler find. 

* . * ‘ ; ■ ^ 

AUona, d. ss. Jun. 1810. , * 

Schumachpr. 

i \ ' ■■ ■ • ' 

1 __ 1 . ; 
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Vierter Abfchnitt. 

Verlud hülfe, die in einem Syftem von graden Linien ohne 
goniometrifchö Funktionen gefunden werden können. Tri- j 

gonomctrifclic Unter fuclinngen über I’igSWh , die in einer 

* * • ^ \ - ' * 

Ebene, oder auf der Flache der Kugel gezogen find; ver- , 

fcljiedene Eigenfchatten der Vielecke , und 
der Polyeder. 


iß7. Ochon oben haben wir bemerkt, dafs, goniome- 
trifche Funktionen nur, um Winkel mit Linien ver- 
gleichen zu können, erfunden find. Man mufste Mit- 
telquantitäten, weder Winkel, noch Linien, fuchen, 
um für beyde heterogene Theile einen Maafsftab zur 
Vergleichung zu haben. Diefe Mittelquantitäten nun 
drücken die Zahl der Theile de9 Duichmeffers aus, 
•welche die Sehne enthält, auf der ein in dem Um- 
kreis befchriebener Winkel fteht, nach der Zahl der 

■ -i 

Theile delfelben Umkreifes, die der Bogen enthält, der 
diefen Winkel mifst, fo dafä die Rechnung auf V er * 
gleichung abftrakter Zahlen zurückgebracht wird. 

* II. A 

. * > ' • i 
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Ebendaher folgt , dafs ihr Gebrauch nur dann 
notlnvendig wird, wenn man den Werth eine« Win- 
kels aus dem Werthe einer oder mehrerer Linien, oder 
umgekehrt, finden Toll. Mein Voifatz hier iß, die 
Fälle zu uuterfuchcn, wo die Gegebenen fo befchaß'en 
find, dafs man diij Winkel ohne Linien, die Linien 
ohne Winkel finden kann. Das Interessante diefer 
Aufgabe liegt ‘darin, dafs die Rechnung mit goniome- 
trifchen Funktionen, theoretifch genommen, nur als 
Näherungsrechmmg betrachtet werden darf. ‘ 

Der allgemeine Grundfatz hierbey iß: 

In jeder Figur, die allein mit Lineal und 
Zirkel conftruirt werden kann, ohne 
den eingetheilten Kreis zu gebrauchen, 
können alle Linien ohne Dazwifchen- 
kunft der Winkel berechnet werden; 
im Gegentheil in jeder Figur, dib allein 
durch Lineal und den eingetheilten 
Kreis entworfen Avird, ohne den Zir- 
kel zu gebrauchen, können alle Winkel 
\ ohne Hülfe der Linien berechnet av er- 
den. So kann man im erßen Fall alle 
Seiten der Figur, im zAveyten Fall alle 
ihre Winkel erhalten, ohne goniome- 
trifche Funktionen zu gebrauchen. 

Es iß nemlicli klar, dafs man das Refultat graphi- 
fcher Operationen auch durch Schlüffe aus den Gege- 
benen erhalten kann. Nun find im erßen Fall alle 
Gegebenen, Linien, im zweyten, Winkel. 

i88- Wir wollen annehmen* man kenne keinen 
Winkel einer Figur, hingegen habe man unter den 

* 
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Seiten oder Lineärquantitäten genug Gegebene, um 
daraus alle übrigen Lineärquantitäten zu beftimmen. 
Hier wird man jede durch die .'Regeln der Trigono- 
metrie finden, indem man erft durch Gleichungen, die 
zwischen Seiten und Winkeln der Figur beftehenden 
Verhältnifle ansdrüdkt, dann durch Algebra diefe Glei- 
chungen verbindet, um diejenigen Unbekannten , die 
verfchwinden follen, zu eliminiren. Nach der An- 
nahme find in diefem Fall alle Angulärquantitäten 
Unbekannte, fie muffen alfo aus der Endgleichung für 
jede der gefuchten Linearquantitäten verfchwinden, 
und diefe Endgleichung kann nur Lineärquantitäten 
enthalten. Eben diefe Avill ich direkt, ohne Daztvi- 
fchenkunft der Angulärquantitäten fuchen , die doch 
eigentlich nur eine Nebenrolle bey der Rechnung 
fpiclen , indem man fie, nachdem fie eingeführt find, 
am Ende wieder wegfehaßen wul's, um das gefuchte 
Refultat zu erhalten. v , 

Kennt man keine Linie der Figur, aber genug 
Winkel, um daraus die andern beftimmen zu kön- 
nen, fo tritt daffclbe Verfahren, nur umgekehrt, ein. 

So ift mein Zweck, befonders die Verhältniffe zu 
finden, die unter den Linien einer Figur von der 
einen , und unter den Winkeln deifelben Figur von 
der andern Seite beftehen. Ich habe fclion zum Tbeil 
diefe Betrachtungen zu meinem Briefe an Boffuf (hin* 
ter deffen Geometrie) bekannt gemacht, hier erhalten 
fie nur mehr Entwickelung. 

Zuerft wollen wir Winkel ohne Linien be- 
ftimmen. * 

•V A fl 
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Vier und zwanziglte Aufgabe. 

ißg. Drey grade Linien find in einer.Ebe* 
ne gezogen, man kennt die Winkel, 'welche 
die Richtungen zweyer von ihnen, mit der 
Richtung des dritten machen, und foll den 
Winkel finden, den die Richtungen der 
beyden erden mit einander machen. 

Wir wollen, wenn es nöthig ift, die 5 Linien 
verlängern, bis fie ein Dreyeck bilden. Man lieht 
leicht, dafs jeder Winkel ‘diefes Dreyecks entweder 
einem der Winkel gleich ift, den die beyden Richtun- 
gen bilden, die fiqk in feinem Scheitelpunkte durcli- 
fchneiden, oder delTen Supplement. Diefs erfährt man 
gleich aus den Richtungen, die durch die Anordnung 
der Buchftabcn, die fie bezeichnen, angezcigt find. 
(87.) Setzt man alfo die Summe diefer g Winkel 
= 2 ir, und fetzt in diefe Gleichung für jeden ent- 
weder den Winkel der lieh durchfchneidenden Rich- 
tungen oder delTen Supplement, fo erhält man die 
Gleichung des erften Grades, die den gefuchten Win- 
kel giebt. 

Es Tollen z. 15. die Richtungen der 3 Linien 
tun, pq, m ( Fig. 65. 66.) feyn, man kennt die Winkel 
mri rs , pq rs, und fucht mn pq. 

Ich betrachte da9 Dreyeck ABC, das durch die 
g Richtungen gebildet wird, und Jehe, 

1 ) dafs der Winkel BAC = mn pq, alfo der ge- 
fachte iff; 

a) dafs der Winkel A&C da» Supplement von 
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dem Winkel nliC ift , den die Richtung mn, mit der 
Richtung rs bildet; alfo 
\ „ _ * ABC — ss w — mn rs; , . 

3) endlich, dafs ACB der Scheitelwinkel von sÖq 
ift, alfo ACB == pq rs. 

, Daraus erhält man 

3 i t = mn pq + - * — mn rs + pq rs oder 

mri pq =: mn rs — pq rs, was man fin- 
den füllte. 

190. Durch einen Punkte in der Ebene der 3 gege- 
benen Richtungen , wollen wir für jede eine Parallel- 
linie ziehen, und die in demfelbcn Sinn geht. Ift iliefs 
gefchehen, fo erkennt man leicht den Ausdruck des 
gefuchten Winkels, in Werthen der beyden andern, 
und man wird fehen, dafs er nothwendig immer, 
entweder die Summe diefcr beyden andern, oder 
ihre Differenz, oder die Summe ihrer Supplemente 
feyn mufs. 

Die 3 Richtungen follen (Fig. 67. 6ß. 69.) AB, 
/IC, AD feyn, BAC fey der gefuchte Winkel., Hier 
lind 3 Fälle möglich: " . V 

1) Wenn die Linie AD (Fig. 67.) in BAC gezo- 
gen ift, dann ift die Summe der beyden andern 
ÄJJ^ÄD, ÄC*ÄD. . 

2) Wenn AD nicht felbft, aber ihre Verlänge- 
rung AD ‘ in BAC gezogen ift (Fig. 6Q.), dann ift 
BAC = BAD* -f- CAD 1 d. h. gleich der Summe der 
Supplemente der beyden andern Winkel. 

3) Wenn weder AD noch AD* in BAC gehen 
(Fig. 69.), dann ift diefer Winkel offenbar der Unter- 


I 



& 


fchied der beyden gegebenen Winkel. Daraus läEst 
fich alfo im Allgemeinen ab leiten 

\ 

* 

Erßer Lehrfatz. 

Die Winkel, welche durch die Rich- 
tungen dreyer graden Linien in einer 
Ebene gebildet werden, find fo, dafs je^ 
der von ihnen entweder der Summe der 
beyden andern gleich i ft , oder ihrem Un- 
terfchiede, oder der Summe ihrer Sup- 
plemente. 

191. Wir wollen uns nun irgend ein Syftcm von 
graden Linien vorßellen, die in einer Ebene gezogen 
find. Man foll in diefer Ebene noch eine neue 'grade 
Linie oder Transverfale ziehen, die alle andern fchnei- 
det, und alle Winkel kennen, die durch die Rich- 
tung diefer Transverfale, und durch die Richtungen 
der andern graden Linien des Syftems gebildet wer- 
• den ; dann verlangt man die Winkel zu kennen , die 
aus der Combination zweyer Richtungen diefer gra- 
den Linien entftehen können. 

Hier mufs man nach der Reihe alle Dreyecke be- 
trachten, die von der Transverfale, und je zwey der 
andern Linien des Syftems gebildet werden, fo findet’ 
man wie bey der vorigen Aufgabe den Winkel, den 
die Richtungen der beyden letzten Linien bilden. 

Derfelbe Fall träte ein, wenn die Winkel gegeben 
find, welche eine fefte Transverfale mit den Richtun- 
gen der Seiten eines Vielecks bildet, und man die 
Winkel des Vielecks fucht. Betrachtet man hier das > 
\ • / 
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Dreyeck , das die fefte Grundlinie (die Transverfale) 
und zwey auf einander folgende Seiten des Vieleck» 
bilden, fo findet man wie vorher den elngefchloire- 
nen Winkel. 

* • V _ I» . 

192. Hat man n grade Linien in einet Ebene, fo 

bilden fie, zu zweyen genommen - ■ * — Winkel, 

wo man die welche durch den Durchfchnitt 
zweyer Linien entftehen, nur für einen rechnet. 

Von diefcn n — — Winkeln follen n — 1 von ein- 

n 

ander unabhängige bekannt feyn, (alfo keine Scheitel- 
winkel, Supplemente, 5 Winkel in einem Dreyecke,) 
fo wird man immer alle anderen, ohne goniometri- 
fche Punktionen anzuwenden, durch blofse Additio- 
nen und Subtraktionen finden können. Dazu braucht 
man nur unbeftimmt alle diefe Linien zu verlängern, 
undin den Dreyecken, die aus ihrem Durchfchnitt entlie- 
hen, bildet man vermöge des Satzes, daf» alle 3 Win- 
kel, 2 Rechten gleich find, foviel unabhängige Glei- 
chungen , als man braucht, um die Zahl n ‘ ^ — 

voll zu machen. 

Offenbar find alle diefe Gleichungen vom erften 
Grade. 

193. Daraus folgt, diafs, wenn in 2 correlativen 
Figuren, wovon jede n grade Limen hat, n — 1 Win- 
kel , einzeln genommen einander gleich find, auch die 
andern correfpondirenden Winkel diefer .Figuren ein- 
ander gleich feyn werden. 
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Diefe Bemerkung dient, um leicht eine zahlreiche . 

ClalTe von Aufgaben - aufzulöfen , die ein Gegenftand 
der Anwendung der Algebra auf Geometrie find. Man 

N r 

toll hier nemlich graphische Verrichtungen finden, die 
gevvilTen Bedingungen Genüge leiften. Sind diefe Be- 
dingungen fo einfach, dafs man leicht durch Syntbe- 
fis allein die gefuchtc Figur conftrairen kann, fo be- 
. darf man nicht der analytifchcn Hülfsmittel. Aber, 
kann man die Figur felbft nicht conftruircn, wohl 
aber eine ähnliche, fo wäre es leicht die Aufgabe auf 
die vorige zurückzubringen, denn aus der ähiilichen 
Figur findet man die Verhältniffe der Linien in der 
gefuchten Figur. Man braucht alfo nur eine zu ken- 
nen, um alle andern zu haben. Eine mufs man aber . 
wenigftens b'ey jeder Aufgabe kennen. 

194. Man roll- z. B. ein Quadrat in einem gege- 
benen Dreyecke befchreiben. ABC (Fig. 70. 71.) fey 
da» gegebene Dreyeck, MNOP das gefuchte Quadrat. 
Obgleich ich nicht unmittelbar die Figur ABCMNOP 
befchreiben kann, die den Bedingungen Genüge lei- 
det, fo kenne ich doch alle ihre Winkel, weil nach 
1 der Annahme MN parallel mit, und MO, NP fenk- 
recht auf der graden gegebnen Linie B C find. Da 
ich nun auch aus den Bedingungen der Aufgabe 
weifs , dafs MO — OP, fo kann ich offenbar eine 
Figur befchreiben, die der gefachten ähnlich ift, und 
die durch blofse Proportionen die Theile der gefuch- 
ten giebt. 

I v , _ , • ' 

1 Eben fo Würde man verfahren, wenn die einzu- 
fchreibende Figur kein Quadrat, fondern z. B. irgend 
ein gegebenes Viereck MOPK wäre, auch wenn man. 

, - \ * ' ' * • , ‘ 

. . • . / 
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einen Würfel in einer Triangularpyramide befchrei- 
ben follte. * ' _ 

Wir kommen im 5. Abfchnitte auf mehrere folche 
Aufgaben zurück. 

195. Wenn man in einer Figur genug Winkel kennt, 
um die andern daraus ohne goniometrifche Funktio- 
nen zu beftimmen , und in diefer Figur neue Linien 
parallel oder fenhrecht auf die urfprünglichdn zieht, / 
fo kann man eben fo die neuen dadurch entftandenen 

m '4» 

Winkel, ohne goniometrifche Funktionen, (nach 190.) 
finden. Das wäre aber nicht der Fall, wenn man 
Diagonalen zöge; die fo entftandenen Winkel müilen 
durch Hülfe goniometrifcher Funktionen gefunden 
werden. Daher nimmt man bey Auflöfung goniome- 
trifcher Aufgaben durch Algebra, foviel als möglich 
die Hnlfslinien parallel oder fenkrecht auf die urfprüng- 
lichen, weil man fo die neuentftandenen Winkel den 
fchon bekannten gleich" hat. / 1 

. Genug von den Winkeln , die ohne Hülfe der Li- 
nien gefunden werden, wir wollen jetzt zu den Linien 
gehn, die man ohne Hülfe der Winkel beftimmeh 
kann. ' 

196. Man ftelle fich ein Syftem yon graden, in 

einer Ebene gezogenen Linien vor. Wir wollen an- 

nehmen , dafs man, ohne einen Winkel zu kennen, 

unter diefen graden Linien, oder den Segmenten, die 

aus ihren Durchfchnitten entliehen, genug Gegebene 

habe, um jeden Theil der Figur beftimmen zu köh- 

. \ 

nen; fo erhellt, dafs alle anderen Linien und Segmente 
der Figur ohne Hülfe der Winkel zu finden find. 
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weil fie, ohne claf« diefe Winkel gegebne waren, con- 
ftrufrt wurden. 

, Es kommt alfo nur darauf an, lie in jedem be- 
fondern Falle zu finden. Wir wollen bey dem Drey- 
ecke der einfachften Figur anfangen. 

BGA (Fig. 78.) fey ein beliebiges Dreyeck. Ans 
deih Scheitel B eines der Winkel ziehe man eine 
’ Transverfale BC nach einem gegebenen Punkte C der 
Grundlinie. Man verlangt den Werth diefer Linie 
EC ohne Winkel in die Rechnung zu ziehen, weil 
man bey der Conftruklion keinen Winkel braucht. 

Ich lenke aus B das Perpendikel ' Ein auf GA, , 
und aus A das Perpendikel An auf EG. Dann giebt 
das rechtwinklichte Dreyeck BCm 

BC — B/n -{- Gin = Bin -f- ( Gm — 
GC )* == Biii'+ Giü % + GC— = Gin. GE 

1 » ft 

da nun Bm -f- Gm — BG fo wird daraus 

EC = EG + GC—a GUT. GC CA) 

Es ift auch BA = slG BG — 2 Gn . EG 

‘ l * A 

Die ähnlichen Dreyecke AGn, BGm geben 

* GA : Gn = BG : Gm oder GA . GA = 

ge.bg 

daher 1 . 

EÄ % = ES + Eg— 2 GA. Gm (B) 

Multiplicirt man nun die Gleichung (A) durch 
GA, und die Gleichung (B) durch GC, und zieht 
diefe vop der crften ab , fo erhält man nach Re- 
duktion 

BC . GAj=i BG\ CA + Ed 1 . GC — 
GA .GC . AC (C) 

I 
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Dividirt man mit GA, fo kann man daraus den 
Werth von ffC ziehen. So erhalten wir den folgen-, 
den Satz. 

Zweyter Lehrfatz. 

In federn Dreyecke, wenn man ans dem 
Scheitel eines Winkels, eine Transver- 
fale, auf die gege n üb erflehen d e Grundli- 
nie felbft, nicht auf ihre Verlängerung 
zieht, ift das Quadrat diefer Tr a ns v e rfa le, 
multiplicirt durch die Grundlinie, gleich 
der Summe der Quadrate der beyden an- 
dern Seiten, von denen jedes mit dem ge- 
genüber ft eben den Segment der Grundli- 
nie multiplicirt ift, weniger der Grund- 
linie mit dem Produkt ihrer beyden Seg- 
mente multiplicirt. 

4 j - V 

Diefs ift der Hauptlehrfatz bey folchen Unter- 
fuchungen. 

Um ein Beyfpiel zu geben, mag die Transverfale 
lit', GA in der Mitte fchneiden, fo ift CG — CÄ 
— \GA. Die Formel giebt alfo 

sEg + 2 AB — <J7l 

Theilt die Transverfale BC den Winkel GBA in 
2 gleiche Theile, fo verhalten fich bekanntlich die 
Segmente der Grundlinie, wie die umliegenden Sei- 
ten, alfo 

CA . (JE = CG . BÄ. 

* Setzt man diefen Werth iu die Formel (C), fo er- 
hält man 


Digitized by Google 



12 


EG . GA = CG . DA . (EG + EA) 

GA . CG . AC 

Aber die vorige Proportion giebt auch 

CG + CA oder GÄ : CG=GB + GA : GB 

■ Zieht man hieraus den Werth von CG und fub- 
IHtuirt ihn zu der Gleichung, fo erhält man die be- 
kannte Formel > 

GA . BC'~ CG . BA — CG . CA 

197. Im Dreyecke ABC (Fig. 73.) fey der Win- 
kel BAG durch den Trans verfale All in 2 gleiche 
Theile gethcilt, fo hat man 

ETI : CH = AB.AC 

Nun fey All' fenkrccht auf Alt, fo fleht man 
leicht, dafs man auch 

EH' : CH' = AB : AC 

hat, alfo ift • 

EH : CE — ER 1 : CH • 

193. Nach (196.) hat man 

Alt = AB . AC — EH . CH 

dagegen hat man 

»■ ÄH' = EH 1 . CR' — AB . AC * 

Es ift nemlich nach (196.); 

AC*. ER 1 — AB . CH' + Ä$ . EC— 
'ER 1 .CH'.EC 

t 

Setzt man nun in das erfte Glied diefer Glei- 

/’IJ/ 7d •' , 

chung für BR', — — — und ver fetzt, fo hat man 

CH' . AB (AC — AB) -f ER ' . CAB . ’ 
' EC = ATI' .Ec - 

Aus der vorigen Proportion 

‘ ER' 1 CR' = AB: AG 
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zieht man 


j TR' — CR' : CTt‘ — AB — AC : ÄQ 
ÄÜ . BC - 


oder CH' — 

- - ÄB—ÄC 

durch Subftitution diefes Werthes von CH' und Di- 
vifion mit j BC erhält man endlich 

ÄH' — BH' . CH' — AB . AC 

199. Addirt man AH — AB . AC — HR . CR 
und Aßt' — BH' . CH' — AB . AC 

fo hat man AH -1- AH' d. h, Rll' — BH' . CR' — 
BR. CR. . 

200. ÄH' ift auf AH fenkrecht angenommen, 
wenn man alfo über HR' als DurchmeiTer einen 
Kreis befchreibt (Fig. 74 -)> f° geht er durch den 
Punkt A. Alfo umgekehrt, wenn man über einer 
graden Linie HH' einen Kreis befchreibt, und aus ir- 
gend einem Punkte A, mit diefem Umkreife die Li- 
nien ÄH, AR' zieht, dann die Winkel BAH —CAR 
macht, fo find die Punkte B, C, fo beftimmt, dafs 

AB x ÄC — HH .CH — BH' : CR'. 

201. Sind alfo 2 fefte Punkte, oder Brennpunkte 
B, C gegeben, und man fucht den geome^rifchen Ort 
aller Punkte, deren Entfernungen zu diefen beyden 
Punkten in gegebenem Verhältnilfe find, fo würde man 
der Aufgabe Genüge leiften , wenn man erft diu Linie 
BC, iir dem gegebenen Verhältnilfe in H theilte, dann 
auf der Verlängerung diefer Linie, einen andern Punkt 
H' fuchte, fo dafs ßH', CR' auch in dcmfelben Ver- 
hältnilTe wären. Der Kreis über HR' wird dann 
der gefuchte geomctrifche Ort feyn, ' 
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Offenbar haben alle Punkte einer Kugel, die 
m< zum Durchmeffer hat, diefelbe Eigcnfchaft. 

20a. Weil BvlH — CAII, fo ift der Umkrci* 
HAH', auch der geometrifche Ort aller Punkte, die 
wie A die Eigenfchaft haben, dafs, wenn man von 
ihnen nach den 3 feiten Punkten B, H, C, die Linien 
AB, AH, AG zieht, der Winkel BAH immer — C AH 
bleibt, oder mit andern Worten, dafs der Winkel 
BAC immer durch die Linie AH in zwey gleiche 
Theile getheilt wird. 

203. Ich kehre zum Lehrfatz (196) zurück. 

Wir haben, um die gefuchte Transverfale BC zu 

finden, keine goniometrifclie Funktionen gebraucht, 
denn alle Gegebtnen waren Linien, und fo war es 
unnöthig, Winkel in die Rechnung zu bringen. 

Doch tvar 1 es möglich, und in den meiften Fällen 

ift es fogar bequemer. So haben wir aus den be- 

• \ 

kannten Eigenfchaften des Dreyecks 

BC'— BG + Gl'— o BG . GG . coj BGC 
HA — AG- “I“ BG — 0 AG . BG . cof BGG 
Multiplicirt man die erfte Gleichung mit GA, die 
andere mit GC, fo kommt man nach leichten Reduktio- 
nen auf das vorige Refultat. 

204. *Man überfielit leicht, dafs, wenn der Punkt 

' . , t 

C, aufserhalb G in C fällt, GC invers wird, eben 
fo wenn er aufserhalb A in C" fällt, wird AG 
invers. , 

205. Die Formel enthält die 3 Seiten des Dreyecks 
und die zwey Segmente der Grundlinie, von denen 
man eins elinüniren kann, wenn man dafür die 
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Grundlinie weniger detn andern fetzt, es läfst ßch 
alf darnach folgende Aufgabe löfen: 

Es find von den 3 Seiten eines Dreyecks, 
der Transverfale aus dem eine^ Win- 
kel auf die ge genüb er flehende Seite, 

„ und den beyden Segmenten diefer Seite 
4 unabhängig von einander gegeben, 
man foll die beyden Unbekannten fin- 
den. 

Aber wir können durch denfelben Gang die allge- 
meinere Aufgabe löfen, wo die Transverfale ftatt aus 
einem Winkel aus irgend einem andern Punkte gezo- 
gen wird. 

Fünf und zwanzigfte Aufgabe. 

206. Wenn von den 6 Seiten, aus denen 
2 Dreyecke beßehen, die einen gemein- 
fchaftlichen oder gleichen Winkel haben, 
irgend 5 gegeben find, die 6te zu finden. 

Die beyden Dreyecke, die einen gemeinfchaftli- 
chen Winkel haben, füllen EGA, DGC feyn (Fig.72.). 

, Aus D wollen wir auf GC das Perpendikel Uni 1 , und 
aus A das Perpendikel sin fenkcn. 

Das recbtwinklichte Dreyeck DCm' gieht 
1 )C — Uni' -j- Cm' ~ U/n' (GC — Gm') 

— Uni' -J- Gm' -f- GC “ — 2 Gm' . GC 
oder für Um' 4- Cm', DG gefetzt 

UC — Ug + GC — s GTn' . GC CA.) 

Eben fo bat man ' 

EA AG -(• EG — - 2 GE . Gn 
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Nun iß aber aus den ähnlichen Dreyecken 

DGm AGn * 

Gn — GA . Gin ' * 

’ £>G 

alfo ■ , 

• SA — ÄG + Bö'— c G7l . Gm' . GB (B) 

BÖ { 

» Multiplicirt man (A) mit CA . EG. und (B) mit 
DG . GC, um Gm' zu eliminiren , fo erhalt man die 
gefluchte Gleichung, welche nur die 6 Seiten der Drey- 
eclie enthält 

, (£&*+ (pl — IGl) . GD . GC = (i5&*+ 

. GC — DC) . GÄ . GA. 

207. Da ÄC~ GA — CA, ED — GTi — GD, 
fo werden die Segmente AC, BD bekannt feyn, wenn 
die 6 andern Quantitäten des Syfiems bekannt find, 
und umgekehrt, wenn diefe beyden Quantitäten und 
3 von den erften bekannt find, findet man die andern 
durch die beyden vorhergehenden Gleichungen, und 
durch die vorhergefundene Formel. Sind alfo über- 
haupt in einem Dreyecke, das durch eine Transver- 
fale gefchnitten wird, 5 von den 8 dabey vorkom- 
ihenden Linien gegeben, die aber unabhängig von 
einander feyn müden, fo kann man die 3 andern 
durch die vorige Formel finden. 

floß. Iß BGA — «80° — bGc fo hat man 

(£5*+ GA — BÄ) . GD .GC — (DC — 
1)G — GC) . GE . GA. 

209. Nach den Grundfätzen, die wir über Corre- 
lation aufgeftellt haben, fieht man leicht, dafs GC in- 
vers würde, ‘wenn C aufserhalb von G in C' fiele, 

und 
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und dafs man folglich in der vorigen Formel in die* 
fern Falle — GC ftatt + GC fehen müfste. Im Ur~ 
fyftem nämlich hat man 

GC =z _G 7 l — ÜÄ 

im umgeformten GC ' — C'A — (JA 

Wenn aber C aufserhalb A nach C n fiele, fo 
Würde CA invers werden, und folglich müfste man * 

für CA, — CA fetzen. 

Eben fo wenn der Punkt D, ftatt zwifchen B 
und G zu fallen, aufserhalb G in D 1 fiele, würde v 
DD invers werden (alfo — DG ftatt DG), fiele er 
aufserhalb B in G“ , fo würde BD invers werden, 
und folglich wäre da nichts zu verändern, weil BD 
nicht in die Formel kommt. > 

Wenn zugleich C in C v , D in D' fiele, fo müfste 
man zugleich 

— ÜC für GC 
und — DG für DG fetzen, 
fiele D in D‘ , und C in C" , fo würde man — jDg 
und — - CA, ftatt DG und GA zu fetzen haben 
u. f. w. • . , 

210. Es feyen, um ein Beyfpiel zu geben, zwey v 

Dreiecke ABD , ACD (Fig. 75.) in dcmfelben Kreife 
befchrieben, und deren Grundlinie diefelbe Sehne AD 
ift, da ' ‘ 

AÖD = ABD : 

fo haben wir 

(BA\ BD*—, AD). CA. CD= (ÜA+ CD- AD), 

BA .BD. alfo v * 

' II* B • 

... - ' ’ ' 

i 
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' .. S * 

, (2b.2c-bd.cd) . (2C.bJ)—2B.CD) 

21)— — — ...(A) 

4B.BD-2C.CI) 

Zieht man BB, fo haben die Dreyecke BAC, 
BDC, eine gemeiufchaftliche Grundlinie BC und 
man hat 

, (. 2B.BD-2C.CD ) (yJc.JW-2B.cJ)) 

BC— — — — __ _ ...(B) 

AB . AC — BD . CD 

Kennt man alfo in dem eingefchriebenen Viereck 
die beyden Diagonalen und a entgegengesetzte Sei- 
ten, fo hat man unmittelbar die beyden andern 
Seiten. 

211. Diefe Formeln find nur auf das Viereck 
ABCD (Fig. 75.) anwendbar, aber man kann fie auch 
auf das Viereck (Fig. 76.) anwendbar machen, wenn 
man fich vOTftellt, dafs in der elften Figur der Punkt 
D Geh gegen C längft der Peripherie bewege, bis er 
über C hinaus gekommen ift. Dann wird CD invers 
und man braucht nur für CD, — CD zu fetzen, fo 
erhält man , 

(2B.2C+1W.CD) (2c.RD+2ß.CD) 

AD — -T- -7-3 — ....(€) 

AB.BD+ AC.ÜD 

, (2B.bT)+ 2C.CD) . (2c.JJJ)+2ß.UJj) ' 

BC— — = — = . . . (D) 

2B.AC + BD.CD 

t woraus man die beyden Diagonalen des eingefchriebe- 
nen Vierecks finden kann, wenn man die 4 Seiten 
. kennt. 

’ * “ * 

__ . 212. Nach gehörigen Reduktionen erhält man 

2D.BC—2Ü.BD + 2B.CJ}.. . (E) 
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4 ' ' , 

ÄD ÄS . ÄC + ST) . ÜT> 

— = — — . . » (F) 

SC AB . BD + AC . CD 

bekannte Formeln. 

Um das , Avas ich über eingefchriebene Vierecke 
und Vielecke zu Tagen habe, vollftändig zu machen» 
mögen hier ztvey dahin gehörige Sätze ftehen. 

Dritter Lehrlatte. 

ßij. In jedem eingefchriebenem Vier- 
ecke verhalten fich die beyden Segmente 
einer Diagonale, wie die Produkte aus den 
‘ anliegenden Seiten. > 

ABDC (Fig. 76.) fey das Viereck, H der Durch* 
fchnittspunkt der beyden Diagonalen, es Foll alfo 

ÄTt : Dfl = ÄB . ÄC : SD . JDC feyn, 
und diefs folgt auch leicht, ■wenn üan die beyden. 
Proportionen < 

ÄR:CR=: ÄS : Cd , 

CR : 257 ? = ÄC : TW 

mit einander multiplicirt. 

Diefer Satz kann unmittelbar auf jedes der ein- 
gefchriebenen Vierecke ABDC, ABCD, ACDB an- 
gewandt Wjerden, da ße correlativ find, und der Satz 
zu einer Gleichung führt, die nur aus 2 Gliedern be- 
ließt. Nach (47) ift eine folche unmittelbar auf alle 
correlatfvc Syfteme anwendbar. So giebt das Viereck 
ABCD (deffen Diagonalen AC, BD und Durch Ichnitta» * 
punkt G) •» . 

Ä G: CiT= Alf. ÄDi SC . CD 

Man kann alfo auch den Lehrfatz fo ausdrücken; 

. . Bä 
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Im eingefchriebenen Vierecke verhalten 
lieh die beyden Segmente auf jeder Sei- 
te, die bis dahin verlängert iß, wo fie 
die gegenüber Hebende trift, zu einan- 
der, wie die r efpektiven P ro dukte aus 
der anliegenden Seite und Diagonale. 

Da ÄS : ~DH = ÄE . ÄÜ : ED . CI) To 

% 

ift auch 

AR -f DH oder AD : ÄS — AB . AC -j- 
BD .CDiÄS.ÄC 

AB . ÄÜ 

oder AH — AD . — 


AB . AC + BD . CD 
AB . Ä D 


Auf ähnliche Art folgt 

ag — AC. — — — — — rr 

AB . AD — EC . CD 

214. Hat «man alfo irgend ein eingefchriebenes 
Vieleck (Fig. 77.), und kennt man alle feine Seiten 
und Diagonalen, fo findet man durch den vorigen 
Satz, alle Segmente auf diefen Diagonalen, und auf 
den unbeßimmt verlängerten Seiten. 

Soll man z. B. Bq finden, fo betrachtet man das 
Viereck ABDJE, worin alles .bekannt iß. "Will man 
mq haben , fo fucht man erß Bq, und dann ßrn, aus 
dem Vierecke ABCE, und man erhält 
Bq — Bm. — mq 

R foll der Halbmefler des Kneifes feyn, fo haben 
Wir (1S1) • 

ÄE — 2 R . ßn l AE 
AB — s R . Jin £ AB u. f. W. 
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Man kann alfo auch alle Segmente durch den 
Halbmeffer des Kreifes und Kreisfunktionen aus- 
drücket). • * 

Vierter Lehrfatz. 

C15. Es fey (Fig. 78 -) BCDEFG ein ein- 
gefchriebenes Vieleck. Aus einem will-' 
kührlicli im Umkreife angenommnen Punk- 
te A wollen wir zu den beyden näcliften 
Winkeln G, B, die Sehnen AG, AB ziehen, 
dann iit 

BG _ BC CD . UE EP FG 
AB.AG~ AB.AC AC.AB r ÄD.M ÄE.ÄF ÄF.ÄG 

Aus dem Punkte B ziehe ich die Diagonalen 
BD, BE, BF, dann giebt das Viereck ABCD 
AC . BD =' BC . ÄD + AB . CD 
und mit AB . AC . AD dividirt 

BD BC ÜD 

— ' -P *" 

AB . AD AB . AC AC . AD 

Verfährt man eben fo mit den Vierecken ABDE, ABEF, 
ABFG, fo erhält man folgende Gleichungen: 

BD EC CD 

AB . JD~~ AB . AC AC . AB ' 

EE Ed de 

AB . ÄE~ AB . AD + ÄD . AE 
EF TiE 1 EF 

AB . AF ~ AB . AE + AE - . Ab' 



f 
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EE EF , • , W 

AB . AG ~~ AB . yTF + AF . AG 

• / 

Addirt man diefe Gleichungen und ' zerftürt die 
gleichen Glieder, fo erhält man den, gefuchten Lchr- 
fatz, der nur eine Erweiterung der bekannten Ei- 
genschaft eingefchriebener Vierecke iß, auf der er 
heruht, 

’• i 

ai6. Der Durchmeffer des Kreifes fey rr: i und 
AB — za 
ABC = 2 b 
, A BCb = z 2 c 

ABCdE — a d 

, V JBCDEF— 2 « U f. W. 

Co haben wir 

BC = 5 (b — d) 

CD = 2(c— 6) 

, DE — 2 (rf — c) 

EF = 2 (e — d) u. f. w. 
aus (122) ift 

AB = yz« a 

AE — fin b • ' 

AE — fin c u. f. w 

die Gleichung des vorigen Satzes verwandelt fielt 
alfo in 

fin Cf — fl) fin ( b — a) fin ( c — b) fin ( cl — c) 

r ~~. — *■ — * — ■** ‘ — 'b - 

fin a. fin f fina.fi/ib fin b, fine fine »find 

fin (e — d ) fin Cf — <0 

^ „j. , , „ - , . 

fin d .fin e fin e . fin f 
eine Formel, die fchon (139) gefunden ward. 


Digitized by Google 



V ' ' . _ i I , 

/ ' “ , v V 

^ * . . ' . . *' V 

23 

’ ' J ' 1 • - ■ 

Da diefe Gleichung für jeden Werth von a ftatt - 

/ 

4 findet, fo kann man für a, b, c, d u. f. av. x — a, 
x — b, x — c, x — d u. f. AV. fetzen, dann kommt 

fin (f — a) fin (b — d) fin (c — b) 

— — -J- ►*. u f -vr., 

cos a cos f cos a . cos b cos b . cos c 

. •' t * 

217. Man kann alfo allgemein fchliefsen, tvie auch 
der Punkt A auf BG liegen mag, dafs 

in jedem eingefchri eb e n e n -Vieleck 
BCDEFG, die Summe der Quotienten je- 

der Seite, durch das Produkt der bey- 

\ 

den Linien, die von einem Punkte des 
■% '• 

Umkreifes A nach den Endpunkten ge- 
zogen Averden, immer diefelbe bleibt, 
avo auch der Punkt A fey, Avenn er nur 
für alle Seiten des Vielecks derfelbe 
iß, und. man die Seite BG, die- ih- 
re Rückfeite nach A ‘dreht, negativ 
n im m t. 


cig. Wir kommen auf unfere allgemeine Theorie 
zurück. (Fig. 72.) Ich verlängere die Transverfale 
CD bis fie in F die Seite des Dreyecks fchiieidet 
und ich nehme mir vor, die Verhältniffe aufznfindcn, 
die zAvifchen den Linien des, neuen Syftems beßehen, 
Avelches, Avie man lieht, die Vereinigung von 4 gra- 
den Linien ÄB, AC, fiD, CD ift, d. h. ein vollfiän- 
diges Viereck ohne Diagonalen. 

Dazu ziehe ich durch einen Winkel B des Drey- 
ecks BGA die Lime HU, parallel der gegenüberftehen- 
den Seite, und verlängere lie bis zur Transverfale 
CDF im Punkte b. Dann erhalte ich 




\ ' 
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üb : ÜC ZZ ED : Dü 
ÄC : Üb zz ÄF : BT 
alfo ÄF. ED . GC — AC . BF\ G7x 

Wir find zu diefer Formel gekommen, ohne tri* 
gonometrifche Funktionen zu gebrauchen, indeffenkaun 
man auch fehr leicht durch fie daffelbe erhalten. 

UnTere Gleichung überfetzt heilst : 

/ 

• ' * ' * 

Fünfter . Lehrfatz. 

* \ 

Big. Man fchneide die 3 Seiten eines 
Dreyecks (verlängert, wenn es nöthig ift) 
durch eine Transverfale; dann find die 
6 Segmente je nvey auf jeder Seite, zwi- 
fchen dem Winkel, der die Seite begränzt, 
und der Transverfale fo befchaffen: dafs 

da 6 Produkt dreyer unter ihnen dem Pro- 
dukt der 3 andern gleich ift, wenn man 
nur die Faktoren fo wählt, dafs nie zwey 
in demfelben Produkt Vorkommen, die 
denfelben Winkel des Dreyecks, oder den- 
felben Punkt der Transverfale zu End- 
punkten haben. 

Dev Satz ift allgemein, und eben fo wahr, wenn 
die Transverfale aufserlialb des Dreyecks geht, und 
nur die verlängerten Seiten fchneidet (Fig. 79. go- 
ßt- 830- 

seo. Weil das allgemeine Syftem aus 4 Linien 
befteht, die in derfelben Ebene gezogen find, und 
weit diefe 4 Linien, zu Dreyen genommen , ein Drey- 
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eck bilden, deffen Transverfale die 4te jft , To giebt 
es im allgemeinen Syftem 4 Dreyeche 

BGA . . / 

.../r hfd V 

‘ . ■ , FCA 

DGC 

auf welche man den vorigen Lehrfatz anwenden kann, 
und diealfo 4correlative Syfieme bilden, auf die man die 
Formel des Urfyßems unmittelbar anwenden kann. Ich 
fage unmittelbar; denn da die Formel nur 2 Glieder hat, 
braucht man keine Zeichenveränderung vorzunehmen. 

I 

Wir erhalten alfo gleich folgende Correlation der 
Conftruktion (Fig. 7c. 79. 80. 81. 8s.) 
u Syftem . . BGADFC 

2. — BFDAGC ' 

3. — FCADBG 

4. — DG CB FA 

Wendet tnan alfo die gefundene Formel auf jedes 
an, To kommt • 1 v 

JF . Bl) . (IC — ÄC . BF . GD 

Uci . SÄ . FC = DC . Eg . FÄ 

ÄB . FD . CG = ÄG . FE . CD 

CF . DB .GÄ—CÄ. DF. GB 
Die 4te Formel folgt ohnedem fchon aus den 
andern, i v 

221. Fügt man zu diefen 3 Gleichungen noch 
folgende 4: 

BG — IW + IFJJ- ' , . . , 

BÄ = FÄ — FB 

GA =* GC + CÄ . 

CD ==. CF — FD 

V ’• ■ , ' I .. • 

( • r . ' ” • ' ■ '• 
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fo hat man die 7 nöthigen Gleichungen, um in der 
vorgelegten Figur von den 12 Limen 7 zu Enden, 
wenn die 5 andern unabhängig von einander gege- 
ben find. Diefe Figur ift nun, wie wir bemerkt ha- 

«* 

ben, ein vollftändiges Viereck ohne feine Diagona- 
len; alfo giebt der Lehrfatz (2x9.) die Auiiöfüng fol- 
gender Aufgabe: 

Wenn von deji xa Linien, aus denen ein 
vollftändiges Viereck ohne Diagonalen 
beliebt, irgend 5 von einander unab- 
hängige gegeben find, die 7 unbekann- 
ten zu finden. 

222. Durch Multiplicaiion leitet man aus diefen 
Formeln folgende ab: 

BÄJS 15 . CF . (Ir = BF.BC. CÄ. Cd 
JF. ÄC.VB.DÜ=zJß.ÄC‘. TJF. DG 
CB. GC.F 2 .FD ~GÄ. GD. FB . FC 
die man auch in folgende* Proportionen verwandeln 
kann: 

BF.EG\CF.CG—~b2^dCDA.cd . 

2B.2C:DB.D(Jz=JI\2G:DF.DG 

G2.GD:F2.FD='GB.gC:FB.FC 

die alle 3 diefelbe Eigenfchaft ausdrücken, die erfte 
für das gewöhnliche Viereck BDCA , die zweyte für 
das Viereck AFDB mit einwärts gehendem Winkel, 
und die dritte für das Viereck GCFB, das zwey ent- 
gegengefetzte Dreyecke bildet, man kann alfo folgen- 
den Lehrfatz daraus ableiten : '» 
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Sechfier Lehrfatz. 

In jedem einfachen Viereck verhält 
Tich das Produkt der beyden Entfernun- 

v 

gen von einem Winkel zu dem Punkte, wo 
die Seiten, die von diefem Winkel ausge- 
hen, die gegenüberftehenden Seiten tref- 
fen, zu dem Produkt der beyden Entfer- 
nungen, des diagonal gegenüberftehenden 
Winkels Von eben diefen Punkten, Avie • 
das Produkt der beyden dem erften Winkel 
anliegenden Seiten, zu dem Produkte der 
beyden andern. 

223 . Zieht man nun noch (Fig. 83* 84- 850 die 
5 Diagonalen AD , BC, FG- des vollkommenen Vier- - 
ecks, fo fieht man leicht, dafs der vorige Satz auch 
fo ausgedrückt Averden kann: 

In jedem vollkommenen Viereck, Avenn 
man eine Diagonale zieht und die zAvev 
einfachen Vierecke vergleicht, denen 
diele Diagonale gemein Lft, verhält lieh 
das Produkt der beyden Seiten eines 
dieler Vierecke, die von einem End- , 
punkte dreier Diagonale ausgehen* zum 
Produkt der beyden andern Seiten del- 
felben Vierecks, Avi.e das Produkt der 
beyden Seiten des andern Vierecks, die 
vom andern Endpunkt der Diagonale 
ausgehen, zum Produkt der beyden 
andern Seiten dellelben "Vierecks. \ 
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2 S> 4 . Wir wollen annehmen, dafs die Diagonale 
AD die beyden andern BC , FG in den Punkten 
H, K, fchneide, und die Leyden Dreyecke AFK, AGB 
vergleichen, die auf dcrfelben Diagonale FG gebildet 
find, und durch AD eine von der andern getrennt, und 
von den Transverfalen BG, FC gefchnitten werden. 
Der Lehrfatz giebt uns folgende Gleichungen: 

AB . UE . GF — AB . BF . GK 
Ad . GC . FR — DK . ÄC .GF 

i 

Multiplicirt und reducirt man diefe Gleichungen, 
fo kommt 

AB . FK . GC — AU . FB. GE ■ 

d. h. folgender Lehrfatz: 

Siebenter Lehrfatz. 

Wenn man aus irgend einem Punkte in 
der Ebene eines Dreyecks nach den 3 Win- 
keln Linien oder TransverTalen zieht, und 
jedeföweit verlängert, bis fie die gegen- 
überftehende Seite trifft, fo en'tftehen auf 
jeder Seite 2 Segmente. Das Produkt 3er 
diefer Segmente iß gleich dem Produkte 
der 3 andern, wenn man fie nunfo nimmt, 
dafs in einem Produkt nicht zwey zufam- 
men kommen, die durch denfelben Winkel 
des Dreyecks, oder denfelben Punkt der 
Transverfale begränzt werden. 

225. Wir Avollenveine Anwendung auf das Drey- 
eck BDA machen, deffen 3 Scheitelpunkte 3 Winkel 
des Vierecks BDCA find. Aus dem Punkte C ziehen 


\ . . . * ' 

* , . 's » 
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wir nach den Winkeln des Dreyecks die T ransvevfalen 
CB, CD, CA, wir haben alfo \ 

ÄF rBG . DH — AH . BF .DG 

Aber daffelbe Dreyeck , durch die Trans verfale 
FG, die durch keinen Winkel geht, gefchnitten, 
giebt 

ÄH . HF . TJä — ÄF . m . ~DK 

multiplicirt und redticirt man, fo kommt 
ÄH . IjH — ÄH . HK oder 
ÄH : M ~ ÄH : DK d. h. 

Achter Lehrfatz. ,■ 

( 

In jedem vollitändigen Viereck, das 
feine 3 Diagonalen hat, wird jede diefer 
Diagonalen von den beyden andern in pro- 
portionalen Segmenten gefchnitten. „ 

226. Die Flächen der Dreyecke BHC, BDC, die 
die gemeinfchaftliche Grundlinie BC haben* verhalten j§ 
fich wie die Segmente der Diagonale, die die andern 
Scheitelpunkte diefer Dreyecke verbindet, d. h. 

ÄBC : DbC = ÄH : DH . 

•. Eben fo hat man 

ÄH ; ÄH ~ AFG : DFG 
oder nach dem vorigen Lehrfatz 

ÄBC : DBC — ÄFG : DFG 
d. li. - • . 

Neunter Lehrfatz. 

In jedem vollftändigen Viereck liehen 
die Flächen der beyden Dreyecke, deren 
gemeinfchaftlicher Scheitelpunkt der End- 

’ • i‘ , ■ '• 

\ 1 
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punkt einer Diagonaler ift, und deren 
Grundlinien di& beyden andern Diagona- 
len find, in demfelben Verhältniffe wie 
* 

die Flächen der beyden Dreyecke, deren 
gemein fchaftlicher Scheitelpunkt das an- 
dere Ende der er ft en Diagonale ift, und die 
fonft auf den nemlichen Grundlinien lie- 
hen. 

227. Das vollftändige Viereck mit feinen 3 Dia- 
gonalen , das wir unterfucht haben , giebt uns , wenn 
wir- es zerlegen, 11 vollftändige Vierecke ohne Diago- 
nalen d. h. 11 verfchiedene Figuren, von denen jede 
aus 4 Linien bcfteht, die bis zu ihrem Zufammentref- 
fen verlängert find. Es find nemlich im Ganzen 7 grade 
Linien gezogen, nemlich die 4 Seiten des Vierecks 
ABDC und feine 3 Diagonalen. Diefe 7 Linien zu 
4en verbunden geben 

^ ^ — 35 Verbindungen 

1 • 2 . 5 . 4 

Wir würden alfo 35 Vierecke haben, wenn meh- 
rere fich nicht zu dreyen Unter denfelben Winkeln 
dnrchfclmitten. Da nun ein folcher Durchfchnitt die 
Zahl der Figuren um 4 vermindert und es 6 folche 
Durchfchnitte giebt, fo kommen 35 — 24— 11 Figu- 
ren. Da nun aber jede diefer Figuren (vollftändige 
Vierecke ohne Diagonalen) 3 einfache Vierecke ein- 
fcldiefst, (103.) fo fchliefst das vollftändige Vier- 
eck mit feinen Diagonalen 33 einfache Vierecke , 
ein. Noch mehr: jedes der n vollftändigen Vier- 
ecke ohne Diagonalen giebt nach dem fünften Lehr- 
fatze, aus dem alle andern (222, 223, 224, 225) abge. s 
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leitet find, 4 Formeln; wir werden alfo 44- ganz ver- 
fchiedene Formeln haben, die alle auf das vollftändige 

Viereck 'mit feinen 3 Diagonalen anwendbar find. 

* 

Die folgende Tafel enthält die allgemeine Tafel 
der Correlation diefer 33 Vierecke, und die 44 For- 
meln (Fig. 83- 84- 850- • 


Allgemeine Tafel der Correlation der Con-' 
ftruktion unter 33 einfachen Vierecken, die 
das vollftändige Viereck mit feinen 3 Dia- 
gonalen begreift, nebft den 44 Formeln 
des fünften Lehrfatzes. 

Die Winkel des Urvierecks find durch A, B, D, C 
bezeichnet, und man nimmt an 

AB ' DC ijl F 

’ ♦ ÄC * ÜB ijl G 

ad : Fc rj: n 

ÄD | FG ijl K 

bc Tg — {— L 

Jede9 Viereck ift erft durch feine 4 Winkel, und v 
dann durch die Punkte bezeichnet, wo die gegenübev- 
ftehenden Seiten lieh fchneidcu. 


Vierecke 

' - i 

(ABDCFG 
itesSyftem \aFDGBC 


[bfcgad 


Formeln 

ÄF.BD.GC = ÄC. BF. GT) 
AG. CD. FB — AB. CG. FD 
BG.DC.FA~ BÄ. DG. FC 
CF. DB.GÄZZ CA. DF. GB 
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ctes Syßem 


Vierecke 

FGCBLA 


Formeln 


3 tes Syßem 


FD HB CA 


[ DpBAFH 


[FKDBGA 


4tea Syßem 


gtes Syßem 


6tes Syßem 


7 tes Syßem 


f LGDCFB 
LFDBGC 
GFCBLD 


GCHDAB 
GAHBCD 
CAD BGH 


( GCDKAF 
GADFCK 
CAKFGD 


TL. 

TTc. 

AB 

FÄ. 

BC. 

LG 

j 

*CB. 

LF 

[äZ. 

CG. 

AF 

FC. 

DH 

AB 

FÄ. 

BÜ. 

CD 

DA 

HB 

CF 

\.BC. 

HD. 

AF 

(fg. 

HD. 

AB 

fa. 

HD. 

Gh 


.~DB 

GF 

{bg. 

im 

.AF 

LF. 

GD. 

BC 

LB. 

CD. 

FG 

GB. 

DC. 

FL 

.CF. 

DG. 

BL 

(jA 

CH 

BD 

GB. 

DH. 

ÄC 

CB. 

HD. 

A G 

.DA. 

HC. 

BG 

GA. 

CD. 

FH 

GF. 

HD . 

AC 

CF'. 

DK. 

AG 

Uü. 

DC. 

FG 


FB.DC.AU 
FD. BÄ. CH 

DF. HÄ. CB 
BF. HC. AD 

FB.HG.ÄD 
FH. BÄ. GD 
: HF.DÄ. GB 
; BF. DG. AK 

LC. GF.BD 
LG. CB. FD 
GL . DB . FC 
CL.DF.BG 

GD. CÄ.BH 
GC. DB. AH 
CG.HB.ÄD 

DG. HA.BC 

GH.CÄ.FD 
GC. HF. AD 
CG. DF. AK 
HG. DA .FC 
Vier- 
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Vierecke 
f LKDCFH 


ßtes Syßem 


KFCHLD 


Formeln 

LF. KD. HC — LC. HF. HD 


LFDHKC < LH ■ CD -™— L 2i' CH ‘ FD 


KH.DC. FL — KL . DH. FC 
CF. Im. HL — CL. DF. HK 


gtes Syfiem 


FKHBLA 


KLBAFH 


FL.KH.AB — FB.KL.AH 

FLHAKB ***• L JL~ FK - L** 

'TTa.iTb.lf— kf.ha.lb 

BL.Hli.ÄF — BF. HL. AK 


f LGDHKß 


108 Syftem 


GKHBLD 


LK. CD. BH — LH.GK.BD 


L/CDß GH { • H D . KG — L G . HB , UH 


GB.DH.KL— GL. DB. I1K 
irk.TTG.~BL— hl.dTx.bg 


ns Syßem 


KGCHLA kl.gc.ah — kh. GL.AC 
KLCAGH \ kÄ.HC. LG — KG.HA r LC 

GLHAKc\^™-^™^i£ 
[UL. CG. AK — I1K. CL.AG 

t * 

Diefe Formeln find ohne irgend ein^Zeichenver- 
anderung auf jedes vollftUndigc Viereck anwendbar, 
das feine 3 Diagonalen hat. Was auch fonß immer 
feine Geftalt foyn mag, weil alle diefe Formeln nur 
3 Glieder haben. (47-) 

C20. Wir wiederholen die Lehrfatze (V, VI, VII, 
Vlfl, IX) in folgendem Satze. 

Es feyen A, B, C, D (Fig. 83» 84» 850 4 Will* 
kührlich in dprfelben Ebene angenommene Funkte, von 
denen kenn? 3 in einer gradtn Lime find, Wir wol- 
len annehmen 

11. G 
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Jb ' Cd 4 : f 
2jC - BD zjz G 
ÄD ' BC H 

' JD ‘ Fg i K 
SC ’ FÜ i L 

So hat man die 5 folgenden Formeln (218» 219, 

SCO, 221, 222.) 

1) . . . 2I\llL).CC= ÄC.EF.Cd 

2) . . . BÄ.BD:CÄ.ÜDz=ßT.]iC:CF.CG 

3) . . . ÄB.FR.gC—ÄC.fB.gR 

4 ) . . . jn-. im— AFr. ijk. 

5) . . . ÄBC'.JFG = DBCiDFp.' 

229. Ich komme "wieder auf die Theorie der Fi- 
guren, die durch Transverfalen in verfchiedener Rich- 
tung gefchnitten find. 

Es fey (Fig. 87«) ABC ein beliebiges Dreyeck. 

Aus einem in der Ebene des Dreyecks -willkührlich 
angenommenen Punkte D (gleich viel ob aufserhalb, 
oder innerl^lb des Dreyecks) wollen wir zu den Win* 
kein A, B, C die 3 Transverfalen 
ADa « 

EJ3b 

cm 

ziehen i dann durch die Punkte b, c, die Transverfale 
* Scp. Diefe Linie mit den 6 vorhergehenden bildet 
das vollftändige Viereck der (Fig. 72.) mit feinen 
3 Diagonalen. Fügen wir nun noch zu diefer Figur 
die beyden neuen Linien ahn, eiern, fo erhalten wir 
ein eingefchriebenes Dreyeck abe. 

I - % - 

" /. ' • 

i * ‘ / ‘ 

im • 

• ' * Digitized by Google 


Im Dreyecke ABC haben wir (223.) 

Ac . Ba . Cb — Äh . Ec. Ca 
Eben fo (224.) 

. ' _ • . r , ■ 

ßc , An = Ac . Bn 
Al ) . Cm = Cb. Am 
Ca . Bp = Ba . Cp 
Aus deren Multiplication 

“ Am . Bn . Cp =z An . Bp . Cm . . . (A) 

, Bezeichnet man mit a 1 , b', c' r die Durchfchnitts- 
-punkte der Seiten bb, ca, ab, mit den Trans verfalen 
Aa, Bb, Cc, fo giebt das Dreyeck abc 
ac' . ba' . cb‘ 2= btb' . bc ' . ca' 

und * 

lip. ca' — cp . ba' 
cm . ab' = am . cb' 
an . bc' — bn . ac' 

\ 

Aus deren Multiplication 

an.bp.c/n zz am.bn.cp . . . (B) 
aus (A) und (B) folgt alfo - . , 

- V \ 

Zehnter Lehrfatz. 

'% v 

230. Wenn aus einem Punkte (D) will- 
kührlich in der Ebene eines Dreyecks 
( ABC ) angenommen, man durch jeden Win- 
kel eine Transverfale zieht, die bis zur 
gegenüb e r ft eh e nden Seite verlängert wird, • 
und wenn man diefe Dur chfchni t ts p unkte 
zu z weyen verbindet, um ein Dreyeck 
(abc) dem erfien eingefchriebcn, zu. bil- 
den, dann jede Seite diefes tingefchriebe- 
nen Dreyeck* verlängert^ bi* fie die ge- 

€ 3 
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genüberßehende Seite de6 umfchrieb en e n 
Dreyecks trifft (i» m, rt, j>), 

1) So bilden diefe 3 Durchfchnittspunk- 
te, auf den Seiten des um f chrieb enen 
Dreyecks, 6 Segmente, wo,von das Pro- 
dukt von 3, dem Produkt der andern 3 
gleich iftj wenn man diefe Produkte 
nur fo beftimmt, dafs in jedes nie a 
kommen, die einen gemeinfchaftlichen 

1 ' 0 

) Endpunkt haben. 

2) Eben fo bilden diefe 3 Durchfchnitts- 
punkteauf den Seiten des eingefchrie- 
benen Dreyecks 6 Segmente, von denen 
daffelbe gilt, was bey den Segmenten 
des umfchriebenen Dreyecks galt. 

231. Jetzt nehme ich an, (Fig. 87 *) dafs die 
Punkte a, b, c, willkührlich auf den Seiten oder den 
Verlängerungen der Seiten des Dreyecks ABC genom- 
men werden ; alfo nicht, wie wir vorher annahmen, 
in den Durckfchnitten der Seiten des Dreyecks ABC, 
mit den Transverfalen, die von einem Punkte D aus- 
gehen. 

Dies angenommen giebt das Dreyeck ABC, durch 
die 3 Seiten des eingefchriebenen Dreyecks ab, Tic, ca 
gefcbnitten 

t An.ßa.Cü—Ätt>.Bn.Ca, 

Ab .Bc.Ctp — Ac. Bp . XJB 
Ac.Ba.rin—Am.Bc.Cä 

* • l 

Ans der Multipli cation diefer Formeln kommt 

' ; • . • - • • • * g \ * 

. * v _ V 1 , j - 

,, / 

■ A • . i, 

& V , 

* 
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Ba z . An . Cm . Cp — Cä z . Äm . Bn.JBp 
Ab z .En.Cp.Cm~CU z .Bp.An.Am 
AU Z . Cm . Bn . Bp — Bc z . Cp . Am . An 
Man kann viele folche Combinationen aus den 
gegebenen Formeln (22Q.) ziehn. 

252. Diefe Theorie wird noch allgemeiner, wenn 
man die Punkte a, b, c, nicht mehr auf den Seiten 
des Preyecks ABC nimmt. 

ABC, abc (Fig. 88.) feyen zwey beliebige Prey- 
. ecke in derCelben Ebene befchrieben. Wir wollen 
ihre Seiten verlängern, bifs fte fich fämmtlich in den 
Punkten m, n, p auf ßC, m', n‘, p' auf AC,m“, n“, 
p“ auf AB treffen, dann giebt uns das Dreyeck 
cibc (2ig.) > ' . 

» arn.Tjp.cn an. Um. cp 

am ' , bp' . cn‘ — an' . bm‘ . cp* • 

am“ . bp“ . cn “ — an“ . bm“ . cp‘ 

Aiio_'\_ , 

am. am' . am“ ,~Up. Ujp . Up“ . cn.cn' . cn“ ZZ 
■V i Um. 'an' . an“ . bm . Gm' . Um“ . cp . cp 1 . cp“ 

Eine Formel, die man fo überfetzen kann: 

JEilfter Lehrfatz. 

233. Wenn zwey Prey>ecke abc, ABC 
(Fig. 88 -) * n derfelben Ebene befchrieben 
Tind, und man ih,ire „.Seiten bis zu den 
Durchfcknittspunkten verlängert, dann 
1) das Produkt aus den 3 Segmenten bil- 
det, die auf ab zwifchen a und den 
3 Seiten des Dreyecks AB C liegen; ' 
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s) Eben fo das Produkt aus den 3 Segmen- 
ten, die auf zwifchen b und den ( 
3 Seiten des Dreyecks ABC liegen; 

3) Ebenfo das Produkt aus den 3 Segmen- 
ten, die auf ca, zAvifchen c und den, 

S Seiten des Dreyecks ABC liegen, 

' So wird das Produkt aus diefen 9 Fakto- 
ren gleich feyn dem Produkte aus folgen- 
de n 9 Faktoren: r 

i) den 3 Segmenten auf ac, zwifchen dem 
Punkte a und den 3 Seiten des Drey- 
' ecks ABCi • 

s) den 3 Segmenten auf eZT zwifchen v e 
* und den 3 Seiten dt» Dreyecks ABC , 

3) den 3 Segmenten auf üü -zwifchen b 
un^l den 3 Seiten des Dreyecks ABC. 
diefs ftatt finden mufs bey jeder Lage der 
Punkte a, b, c, fo haben wir auch 

’Am'.Ah'.stp' X Cm. Cn. Cp X Bin". Bn ". Bp" 

— Am i, ‘.An".Ap" X Bm. Bn. Bp X Cm J . Cn Cp 1 
334. Weiin man ftatt des Dreyecks ABC ein .Viel- 

I 1 

eck von einer gröfseren Anzahl Seiten annimmt, die 
alle durch die 3 verlängerten Seiten des Dreyecks abc 

V- . t ° 

geföhnitten Werden, fo ift der Lehrfatz noch anwend- 
bar. Denn vergleicht man nach und nach das Drey- 
eck abc mit jeder Seite des lifeuen Vielecks als Trans- 
verfale, fo haben wir fo viele den 3 erften (23c.) analoge 
Gleichungen 'als Seiten zu dem neuen Vieleck. Multi- 
pliciren wir alle diefe Gleichungen; mit einander, fo 
kommt eine der '4tcn ähnliche Formel, wo aber jedes 


• ' . ' ' ' ' j, 

1 • Dftjtized by Google 


Glied 3 mal fo viel Factoren hat, als in dem neuen 
Vieleck Seiten find. 

Man kann diefs fo ausdrücken: 

• {. ■ .■'**'* 

. 1 Zwölfter Lehrfatz. 

Wenn man in einer Ebene ein Dreyeck 
abc, und ein Vieleck befchreibt, beyder Sei- 
ten, bis fie fich fchneiden, verlängert, und 
ein Produkt bildet aus 

1) allen Segmenten auf ab zwifchen ä und 
den Seiten des Vielecks, 

3 ) allen Segmenten auf Ec zwifchen 5 und 
den Seiten des Vielecks, 

3) allen Segmenten auf ca zwifchen cttnd 
den Seiten des Vielecks, 
fo ift diefs Produkt gleich dem Produkt 
aus 

*) allen Segmenten auf ac zwifchen a und 
den Seiten des Vielecks, 

^.2) allen Segmenten auf cTT zwifchen c und 
den Seiten des Vielecks, , ' 

3) allen Segmenten auf ba zwifchen b und 
den Seiten des Vielecks. 

• - , «* ‘ ' ‘ ‘ f \ , _ . . > 1 

Ift die Seitenzahl unendlich, d. h. iß das Vieleck 
eine Curve, fo haben wir 

r e«-. ‘t . „nrj,,. ■* 

Dreyzehnter Lehrfatz. 

235. Wenn man ein Dreyeck in der Ebe- 
ne einer geometrifchen Curve befchreibt, 

S! ■ f ■■ ' 

1 1 ' 
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ecine Seiten tinbeftimrat verlängert, und 
das Produkt bildet aus 

») allen Segmenten auf ali zwifchen a 
und den verfchiedenen Zweigen der 
C u r v e, 

. s) allen Segmenten auf bc zwifchen b 
und den verfchiedenen Zweigen der 
Curve, 

3 ) allen Segmenten auf ca zwifchen e 
und den verfchiedenen Zweigen der 
Curve, 

fo i ft diefs Produkt gleich dem Produkt 


aus 


») allen Segmenten auf ac zwifchen a 
und den verTchiedenen Zweigen der 

r Curve, 

. --h »» •. - 

8 ) allen Segmenten auf co zwifchen c 

. und den verfchiedenen Zweigen der 

Curve, 

3 ) allen Segmenten auf ca zwifchen b 

hirr. & riD 0 5 " c: 0 j 

und den verfchiedenen Zweigen der 

Cu r v c. 

Es fey (Fig. 89*) m m ‘ m " eine folche Curve, und 
abc das in ihrer . Ebene befchriebene Dreyeck, delTen 
verlängerte Seiten von der Curve gefchnitten werden. 
Durch jeden folchen Durchfchnittspunkt wollen wir 
eine unbeftimmte Tangente legen, mp fey die Tan- 
geilte durch rn, und n, p die Durchfchnittspunkte die- 
fer Tangente mit den Seiten ab, ~ac, bc.’ Betrachtet 
man das Dreyeck abc als durch die Trans verfale mp 
' gefchnitten , fo haben wir 


t>. 
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am 


i cn . 5 p" — firn, * an i cp 


oder 


am 


an 


cp 


fiifi cn ¥ 

Behandeln wir die übrigen Tangenten eben fo, 
fo haben wir fo viele Gleichungen wie die vorige, 
als es Berührungspunkte giebt. Multiplicirt man nun 
alle diefe Gleichungen zufammen, fo hat die daraus 
entftehende Formel zum erften Gliede einten Bruch, 

• » - . > . i 

deifen Zähler das erfte Produkt des Lehrfatzes und 
detfen Nenner das zwevte ift. Man mufs alfo bewei- 
fen, dafs diefer Bruch ■= 1 ift, oder dafs Zähler und 
Nenner des Bruchs, der das zweyte Glied der Formel 
bildet, gleich find. Dazu dient nün unmittelbar der 
dreyzehnte Lehrfatz (235). 

236.' Die Curve foll z. B. ein Kegelfchnitt feyn 
(Fig. 89 bis). Jede Seite des Dreyecks fchneidet De 
in 2 Punkten, fo haben wir in allem 12 Segmente 
zwifchen den Punkten a, b, c, und den Armen der 
Curve. Sind nun die 6 Durchfchnittspunkte 

- ■ , . 1. • . 

7 », m', 
n, n'. 


P> P > 


fo haben wir 


am . am' .Tip . Ep 1 . cn . cn'. = an . an' . cp . cp ' . 
Ein . bm'. , , 

Die Punkte a, b, c, find willkührlicli innerhalb 
oder aulserhalb der Curve genommen, folglich könnten 
die Transverfalen mm', rin', pp', jede beliebige Rich- 
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tung haben, wenn fie nur immer alle 3 die Curvo 
treffen. . ' ' » . , 

237. Wir wollen annehmen, dafs fie Tangenten 
werden (Fig. 90.), abc fey das Dreyeck, A, B, C feyen 
die Berührungspunkte. Die beyden Punkte m, m' der 
vorigen Figur fallen in C u. f. av. wir haben alfo 
aC . bA , cB = aB . cA . bC oder 
aC . t>A . cB = aB . cA . 5Ü 

• »;* • 1 * . : 

Eine merkwürdige Eigenfchaft 4 er Kegelfchnitte. 

258 - Wir wollen die 3 Transverfalen aA, bB, cC, 
von den Punkten^ avo lieh 2 Tangenten fchneiden, zu 
den Berührungspunkten des 3ten ziehen. Es folgt 
C-- 3 ‘) ans der vorigen Gleichung, dafs diefe 3 Trans- 
verfaleii lieh in einem Punkte D fchneiden. 

239. Erhält man durch Verbindung der Berüh- 
rungspunkte das eingefchriebene Dreyeck ABC, und 
verlängert man ■die Seiten diefes neuen Dreyecks, bis 
fie die des erften treffen, fo entlieht daraus eine ähn- 
liche Figür mit der (216.) und fo kann man auf alle 
Curven des zAveyten Grades, die zahlreichen Eigen- 
fchaften anwenden, die, Arie Avir gefehen haben, 
einem folchen Syfteme von Transverfalen zukommen. . 

240. Entfernt lieh der Punkt a ins Unendliche 
(Fig. 91.), fo Averden die Seiten aS, ac parallel, und 
die Segmente am, am' , an, an', unendlich, und ihr 
letztes Verhältnifs im Verhältnis» der Gleichheit alfo 
Avird die Formel (236.) 

bp . bp' . cn .cn' — cp. cp' . bm . bm' , „ 
aus der män diefe Proportion zieht 

bm.bm' \cn .cn' — bp.Hp' \cp.cp' 

Eine bekannte Eigenfchaft der Kegelfchnitte. 
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■ '■ Da eben diefer Beweis, durch den drey zehnten 
Lchrfatz, auf alle Curven angeAvandt werden kann, fo 
darf man fchliefsen, dafs, Avenn man in einer geome- 
trifchen Cnrve eine Axe gezogen hat, die Ge an meh- 
rern Stellen fchneidet, und mehrere parallele Ordina- 
len, unter beliebigen Winkeln mit der Abfciffenlinie 
zieht, Geh die Produkte der Segmente, Avelche die 
Curve auf der Abfcifl’enlinie in verfchiedenen Punkten 
der Axe abfehneidet, Avie die Produkte der correfpon- 
direnden Ordinaten verhalten; eine Eigenfchaft, die 
NeAVton fchon in der Enumeratio linear, tert. ord. an- 
giebt, und die eine der fruchtbarften in der Theorie 
der Curven ift. 

Da ich aber nicht in diefem Abfchnitte die Eigen- 
schaften der Curven unterfuchen ‘will, fo verAAeife ich 
de8AA r egen auf den 6ten. Hier AVollte ich blofs zeige«, 

Avie Avcit matt die Theorie der Trans\-eifalen treiben \ 
kann. 

; Die Eigenfchaft (129.) eines Dreyecks , da§ durch 
eine Transverfale gefchnitten wird, kommt auch an- 
dern Vielecken zu, Avie grofs auch die Zahl ihrer Sei- 
ten fey, und Avif Averden bald finden, dafs Ge auch 
bey folchen," die nicht in einer. Ebene liegen, ftatt fin- 
det, AVenn man Ge auf eine Transverfalebene bezieht, 
ßatt Ge auf eine grade Linie zu beziehen. Wir kön- 
nen alfo folgenden Satz aufftellen: > 

Vierzehnter Lehrfatz. 

• ’ * * p * • 

24*» Wenn, ein beliebiges Vieleck in 
einer Ebene befchricben i'ft, und man eine 
T r ansve r-f ale .zieht, die alle Seiten (oder 
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deren Verlängerung) Tchneidet, fo ift da« 
Produkt aus der Hälfte der Segmente, die 
zAvey, und zwey .auf den Seiten des Viel- 
ecks, ZAvifchen der Transverfale und den 
Winkeln, die die Seiten begränzen, gebil- 
det Averden, gleich dem Produkte äller an- 
dern Segmente, Avenn man die Segmente 
fo nimmt, dafa nie 0 in daffelbe Produkt 
kommen, die durch denfelben Wiilkel des 
Vielecks oder denfelben Punkt der Trans* 
verfale begränzt Averden, 

Nimmt man z. B. ein Fünfeck und betrachtet 4 
von den Seiten bis in ihrem Zufammentreffen verlän- 
gert, befonders als ein Viereck und die 5 te Seite als 
eine Transverfale, fb kann man den Satz auf diefs. 
Viereck anAvenden, das dann eine' Gleichung von 
2 Gliedern giebt, av? jedes Glied blos 4 Fakto- 
ren hat. 

Es fey ABCDE (Fig. 92.) das gegebene Vieleck,, 
und MN die Transverfale in der Ebene des Vielecks. 
Aus einem Winkel z. B. aus B Avollen Avir Diagona- 
len nach allen andern E, D, ziehen, die mit ihm 
nicht fcbon durch die Seiten des Vielecks verbunden 
find. Wir Avollen alle diefe Seiten und Diagonalen 
verlängern, bis fie die Transverfale in f, g, p, h, A, 
r, s treffen. Betrachten Avir nun die Dreyecke BAE, 
BED , BDC, die durch die Transverfale gefchnitten 
find, fo haben wir nach (219.) 

Af . Ek .Er ~ EJ~ . Ak . Er . 

> Er • Es . TJh = TTr . Ds . Eh 

Ds .. Eg , Cp = Es » Cg ... Dp . . 
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Multiplicirt und reducirt man, fo kommt 

' , _ 

Äf.Bg.Cp.Wh.Ek — M.Bf. Cg :]Tp . Eg . 

av. z. b. Ar . • 

\ . ' 'V 

242* Wir können jetzt den Beweis leicht auf den 
Fall anwenden, wenn das Vieleck nicht in einer 

I • ( 

Ebene liegt, und von irgend einer Transverfalebene 
gefcbnitten wird. 

Denn wenn wir die eben unterfuchte Figur als 
eine Projektion der neuen auf eine mit der Trans- 
verfalebene fenkrechte Ebene betrachten, fo kann diele 
Transverfalebene durch MN vorgeftellt, und die Linien 
w> u. f. w. werden die Projektionen der zu 

betrachtenden Segmente feyn. Nimmt man alfo A', 
f‘, D' , u. f. w. die wahren Punkte, die in A, f, 1 ) 
u. f. w. projicirt lind, alfo die wahren Segmente 
A'f' , D'j' , u. f. av. fo müflen wir beAVeifen, dafs 

Ä ^ 7 . Wg ' . Cy . Wh' . Wk' — Wh'.Wf. 
C'g' . D'p‘ . E'h' 

Wendet man nun, ganz Avie vorhin, den Satz 
(219.) auf das Brey eck B'A'E 4 , durch die Transverfale 
J 7 ?' gefchnitten , * B'E'D' durch die Transverfale s'r' 
gefchnitten u. f. aaa an, fo gelangt man, aus 3 ähnli- 
chen Gleichungen, avo die Buchftaben nur Accente ha- 
ben, eben fo dahin. 

Da die Zahl der Seiten des Vielecks hier offenbar 
gleichgültig ift, fo können AVir folgenden Satz ab- 
leiten: 


4C 


i 


✓ Fünfzehnter Lehrfatz. 

Wenn ir'gciul ein Viereck, mag es iu 
einer Ebene liegen oder nicht, durch eine 
T r an s ve rfa 1 cb cne N ge fclini tten wird, fo iß 
das Produkt der Hälfte der Segmente, wel- 
che auf den Seiten des Vielecks zwischen 
d e r T r a n e v e r T a 1 e b e n e und den Winkeln, die 
die Seite begränzen, entftelien, dem Pro- 
dukte der andern Segmente gleich, wenn 
man nur.diefe Produkte fo beßimmt, dafs 
nie zwey Segmente, die denfelben Punkt 
der Tr ansverfa lebene, oder denfelben Win- 
kel des Vielecks zu Gränzp'unkten haben, 
in einem Produkt zufammenkommen. * 

243- Eben fo können wir den zwölften Lehrfatz 
auf alle in einer Ebene befchriebene Polygone aus- 
dehnen. 

Sechszehnter Lehrfatz. 

Es fey (Fig. 93 .) irgend ein Syftem von 
graden unbefiimmten Linien, AB, BC, CD 
u. L w. in derfelben Ebene gezogen, und 
die, ein Vieleck bilden. Wir Avollen in der- 
felben Ebene noch ein anderes Vieleck 
abede bilden, und die Seiten unbeftimmr 
verlängern; dann durch ( a'b / ) das Pro- 
dukt des Segments auf ab, zAvifchen dem 
Punkte a und den ver fchiedenen verlän- 
gerten Linien des Syftems AB, BC, u. f. AV. 
bezeichnen) eben fo durch (b'a*) das Pro- 
dukt der Segmente auf derfelben Linie 


Digitized by Google 



• n 


«Avifchen dem Punkte 6, und den Linien 
AB, BC, u. £. Av. Daffelbe Toll ( b'c ') und (c'b') 
auf Fc, zwilchen den Punkten b, c, und 
den obigen Linien bedeuten u. f. w. Diefs 
’vorausgefetzt hat man 

(«'&') . (b'c') * (e'd') . u. f. w. — (b'a*) . (c'b') . 
(d'e') u. f. ay. 

In der That, wenn man die Diagonale äc zieht, 
und fo Avie vorhin durch (a'c') und (e'a') die Pro- 
dukte der Segmente auf ac bezeichnet, die durch die 
Linien Ab, BC abgefchnitten Averden u. f. av. , & 
hat man nach dem zAvölften Lehrfatze ( a'l /) (b'c') 
(c'a‘) — (a'c') (c'b') (b'a'). 

Eben fo Avenn man die Diagönale ad zieht, 
hat man • 

(a'c') (e'd') (d'a') — (a'd') (d'e') (c'a') 

und endlich 

(a'd') (d'e 1 ) (e'a') — (a'e') (e'd') (d'a') 
Multiplicirt man diefe 3 Gleichungen undx redu- 
cirt, fo kommt *> 

(a'b') (b'c') (c'd') (d'e') (e'a') = (a'e 1 ) (e'd') 
(d'e') (c'b') (b'a') 

Avas zu beAveifen war. Man fieht, dafs der BeAveis 
nicht durch die Seitenzahl des Vielecks, noch durch 
die Anzahl der Transverfale eingefcbränkt ift. 

244. Eben fo klar ift 'es, dafs derfelbe BeAveis 
auf den Fall pafst, avo die Punkte a, b, c, d, e nicht 
in einer Ebene find, wenn man dann Vnemlich 
AB, BC, CD nicht Avie grade Linien, fondem Avie 
Ebenen betrachtet. Man kann alfo im Allgemeinen 
folgenden Lehrfatz aufftellen: 
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Sieben zehnter Lehrfatz. 

Bildet man i m R a u m e irgend ein Vieleck* 
mag es in derfelben Ebene liegen oder 
nicht, verlängert die Seiten diefes Viel- 
ecks, bis fie die Seitenflächen eines Polye- 
ders treffen, und nennt die Scheitel der 
Winkel diefes Vielecks a, b, c, d . . . und 
(i a'b *) das Produkt aller Segmente auf ab, 
die, wenn man vom Punkte a ausgeht, von 
den Seitenflächen des Polyeders gebildet 
AVer den u. f. w., fo hat man ' 

(a'b*) (b'c*) ( c'd ') — (&'«') ( d'c ') 

245. Aus diefer ganzen Theorie der Linearquan- 
titäten, allein und ohne goniometrifche Funktionen 
betrachtet, fliefst, dafs, fo oft eine Figur nur mit dem 
Lineal und dem Zirkel conftruirt >\'erden kann, ohne 
eines äbgetheilten Kreifes zu bedürfen, man auch anä- 
lytifche Ausdrücke aller, ins Syftem gehörigen, Linien 
aus den Werthen der gegebenen • Quantitäten finden 
kann, ohne bey der Rechnung gomometrifche Funk- 
tionen zu gebrauchen. Man kann nemlich, Avenn man 
die nöthigen Diagonalen zieht, aus der Figur eine 
Kette von Dreyecken bilden, die in verfchiedenem 
Sinn von Transverfalen gefchnitten AVerden. 

246. Diefelbe Theorie der Transverfalen erftreckt 
fich auf fphärifche Dreyecke, und andere Vielecke, die 
auf der Oberfläche der Kugel durch Bogen gröfster 
Kreife gebildet Averden, Avenn man für die Linien, die 
wir behandelt haben, die Sinus der correfpondirenden 
Bogen fetzt. 
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Es fey (Fig. 94.) AFG ein fphärifches Breyeek, 
durch den Bogen eines größten Kreifes, nemlich CBL 
gefchnitten. Die 5 Dreyecke ABC , FLB, GLC 
geben -,v . - ’ 

fiinAB :finAC= ßn ACB ßn ABC 
ßn FL : ßn BF=z ßn ABC : ßn BLG 
ßn CG : ßn GL = ßn BLG : ßn ACB 
aus der Multiplication diefer 3 Proportionen entlieht 
ßnAB . finFL . ßn GC=z finAC.ßn FB .ßn GL 
eine Formel/, die dem fünften Lehrfata (219.) ent- 
fpricht. 

247. Eben fo wenn ABC das Dreyeck, und LG 
die Trans verfale ift, haben wir 

ßn AG .ßn BF.fin CL = ßn AF.ßn BL .ßn CG 

Mubiplicirt man diefe Gleichung mit der vorigen 
und reducirt, fo kommt 

ßn j 4 B . ßn AG . ßn LC .ßn LF~ßn AC . 
- ßn AF.ßn Lh . ßn LG 
eine Formel, die dem fechften Lehrfatze (222.) ent- 
fpricht. - 

248. Wir wollen die beyden Bogen grofsterJKreife 
BG, CF ziehen; durch ihren Durchfchnittspunkt D, 
und den Scheitel A, den Bogen AHüK. Jet2t kön- 
nen wir auf die beyden Dteyecke AFK, AGB , die 
durch diefe letzte Tramverfal e ge bildet wurden, und 
welche die beyden andern GDB, FDC fchneiden, 
den eben gefundenen Grundfatz auwenden / um die 
beyden Gleichungen 

ßn AB.fin DK .finFG—ßn AD .ßn BF.fin KG 
ßn AD -ßn GC .ßn FK =ßn DK.fim AC .ßn FG 

II. - / D 
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zu erhalten. Multiplidrt man fie, urtd reducirt, fo 
kommt 

ßn AB .ßn GC.ßn KF — ßn AC.ßn KG .ßn BF 
eine Formel, die dem fiebenten Lehrfatz (223.) ent- 
fpricht. 

049. Endlich wenn man den im vorigen Artikel 
gefundenen Grundfatz auf das Dreyeck ADG an- 
wendet, das zwey Scheitelpunkte mit dem Dreyeck 
AFG gemeinfchafllich , und den 3ten in D hat, wo 
lieh die Transverfalen febneiden, fo hat man 

ßn AC.ßiri BG .ßn DK ’= ßn AK. ßn BD .ßn CG 

Vergleicht man nun noch daflelbe Dreyeck mit 
der Transverfale LhC, fo hat man 

ßn A&.fin BD .ßn CG = ßn AC.ßn BG .JinDH. 

Aus der Multijdication beyder Gleichungen wird 
ßn AH.ßn DK= fiinAK. ßn DH 
eine Formel, die dem achten Lehrfatz (224.) ent- 
fp rieht. 

Man fieht, wie man die andern Lehrfätze von 
gradlinigten Vielecken auf fphärifche amvenden kann, 
deren Seiten Bogen gröfster Kreife auf der Ku- 
gel lind. 

Wir kommen im folgenden Abfchnitt auf diefe 

Unterfuchungen zurück. 

\ . 

Dreyzehnter Lehrfatz. 

250. Wenn man aus irgend einem Punk- 
te, grade Linien oder Radien nach allen 
Winkeln eines gegebenen Vielecks zieht, 
fo wird jeder Winkel diefes Vielecks durch 
den correfpondirenden Radius in zwey 
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andere Winkel getheilt feyn, dafs man alfo '« 
doppelt fo viel neue Winkel als alte hat. 
Dann iß das Produkt aus dem Sinus der 
Hälfte diefer neuen Winkel, dem Produkte 
deT Sinus der andern Hälfte gleich, wenn 
man diefe Produkte fo bildet, dafs nie 
zwey Winkel in einem zufammenkommen, 
die denfelben Scheitel haben. 

Es fey ABCDF das gegebne Vieleck, (Fig. 95.) 

G der Fokus, aus dem alle ftadicn ausgehen, es foll 
alfo bewiefen werden, dafs 

fin AnG.fin BCG .Jln ct)G.Jjn D&G.fin 
EpG .fin FAG = fin CG.fiuDCG .fiinEpG. 
fin FEG .fin AFG .fin BAG. , 

Die Dreyecke ABG, BCG , CDG geben 
AG: BG — fin ABG : fin BAG 
SG: CG — fin BCG : fin CBG 
CG: Dg = fin CDG :fin DÖG u. f. w. 

- Multiplicirt man diefe Proportionen, fo wer* 
den die beyden erfien Glieder identifch, alfo die zwey- 
ten gleich. * v 

Eben der Beweis tritt angenfchelnlich ein, wenn 
der Fokus aufserhalb der Ebene des Vielecks genom- 
men iß, und wenn diefs Vieleck felbß nicht in einer 
Ebene liegt. So iß z. B. bey einer 3 eckigten Pyra* 
mide, unter den 6 Winkeln, die durch die 3 Kanten, . 
die von der Spitze ausgehen, mit den Seiten der ' 
Grundlinie, gebildet werden, das Produkt der Sinus 
von 3en, gleich dem Produkt der Sinus der 3 übrigen, 
wenn man iie wechfelaweife nimmt. 

Da. 

' ■ ’ / . \ 
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251. Die ganze Trigonometrie kann leicht auf 

einen Grnndfatz zurückgebracht -werden, nemlicb 

auf den , dafs in jedem Dreyecke die Seiten der Sinus 

der gegenüberßeh enden Winkel proportional lind. 

Unmittelbar -werden dadurch fchon alle Fälle bis auf 

zwey aufgelöß, nemlich die, wo man einen Winkel 

aus den 3 gegebenen Seiten beßimmen will, oder aus 

zwey Seiten und dem eingefcbloffenen Winkel das 

übrige fucht. Diefe beyden Fälle laßen Geh leicht 
0 1 

auf die übrigen bringen. 

Es fey ABC (Fig. 9.) das aufzulöfende Dreyeck, 
aus dem Punkte A fey das Perpendikel AD auf die 
gegenüberftehende Seite EC gelenkt, fo giebt das 
rechtwinklichte Dreyeck ABD 

BD: AB — fin BAD : i 

oder 

BD — AB . fin BALD. Da aber BAD das 
Complement von ABC iß, fo hat man 
BI) — AB . cof ABC 

eben fo 

CD ~ ÄC . cof A&D 

alfo ' - 

Ec rz Ab . cof ABC + ÄC . cof ACB 
Aebnlicbe Gleichungen mäßen für die beyden 
andern Seiten des Dreyecks eintreten. Nennt man 
nun die Winkel A, B, C, die gegenüberßehenden 
Seiten a, b, c, fo hat man folgende 3 Gleichungen : 
a—b. cof C+ c . cof B 
b — a. cof C + c . cof A‘ ... . (A) 
czz a . coj B + b . cof A 

/ v , \ V * N 

' ' . / ' * 

' ‘ ' « 
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Multiplicirt man die erfte mit a, die zweyte mit 
b, die dritte mit c, addirt die beyden letzten, und 
zieht die erfte ab, To kommt 

b 2 + c* — a* =z&b.c.cof A. 

Eine Gleichung, die -die beyden Fälle auflÖft, die 
ftch der unmittelbaren Anwendung des obigen Grund- 
fatzes entzogen, die aber fo auch, wie man lieht, leicht 
daraus abgeleitet werden. 

* ' i 

252. Aus den 3 Gleichungen (A) fehen wir, dafs in 
jedem Dreyeck jede Seite gleich der Sum- 
me der beyden andern ift, wenn man jede 
mit dem Cofinus des Winkels multipljcirt, 
den fie mit der erften bildet. % ' v \ 

Aus diefem Grumlfatze allein könnte man wie* 
derum den ziehen, dafs dit Seiten dem Sinus der ge- 
genüberftehenden Winkel proportional find, und folg- 
lich die ganze Trigonometrie, So eben haben wir die 
Gleichung * 

b % + e* — n* = 2 6 . c . cos A 
daraus gezogen: fetzt man in diefe für cos A feinen 
Werth, nemlich Y~ 1 — fi n fo leitet man daraus ab 


fin A =-- ^ — I*" -^e a* b z -f 2 a z c z + 2 b z c z — 
(a*+ b*+ c*)} 

Nennt man die Wurzelgröfse = Üf, fo haben wir 
fin A — —f— 

J 2 0C 


_ B 


2 ac 


fin B 


r r - K 

r ,nC —ss 
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woraus finA d - " 

firiB b ' 

ßnA a . .V . 

fin C c 

finB _ 6 

fin C c folgt. 

S53- Eben fo leicht leitet man aus demfeiben Grund- 
fatze das Fundamentaltheorem der ganzen Theorie 
.der goniometrifchen Funktionen her, nemlich 
fin (fi + C) zz fin B . co/C + fin C. cofB . 
da man nun , 

. a — b.cofC+c.coJ'B 
hat, fo fubftituire man in diefer Gleichung für 

finB v 

6 — a . . . ' 

fin 4 • 

c — a r 

fin A’ 

fo verwandelt (ich die Gleichung nach der Re» 
duktion in 

fin AzzfinB . cofC + fin C. cofB 
Nun ift aber hier bekanntlich 
fin A —fin (5 -f- C) . , 

Da diefe Formel für jeden Werth von B nnd C 
ftatt haben mufs, fo können wir für B z.-B. fein 
Complement *■ — B fetzen. Dann wird fie 

cof(B — C) — cofB. co/C+ fin B .fin C 
Setzt man C in diefeu Formeln negativ, fo fin- 

# 
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d et man den Sinus der Differenz, und den Coünus 
der Summe. 

Der Grundfatz, dafs jede Seite gleich der Summe 
der beyden andern ift, wenn man jede von diefen 
mit dem Coünus des Winkels multiplidrt, den fie 
mit der erften bildet, findet nicht allein Anwendung 
auf das Dreyeck, fondern er ift auch bey Vielecken, 
mögen fie in einer Ebene oder nicht in einer Ebene 
liegen, w r ahr, felbft für alle Polyeder, und man 
kann ihn als das Fundamentaltheorem ihrer Theorie 
betrachten. 

Neunzehnter Lehrfatz. 

254. 1) In jedem Vieleck, 'mag es in 

einer Ebene liegen, oder nicht, ift jede 
Seite gleich der Summe aller indem Sei-, 
ten, wenn man jede von diefen ii .■ e dem 
Cofinus des W’inkels mul iiplieir t, den fie 
mit der erften bildet; 

2) In jedem Polyeder ift jede Seiten- 
fläche gleich der Summe aller andern, 
wenn man jede von diefen mit dem Cofi- v 
nus des Winkels multiplicirt, den fie mit 
dererftenbildet. ' ! \ 

Wir wollen als Urfyftem ein Vieleck ACDFGB 
Fig. 96) nehmen, fo dafs die Perpendikel aus den 
Winkeln C, D, F, G, nemlich Cc, DR, Ff, Gg, alle 
-.wifchen A und B fallen. Man ziehe die Parallelen 
D', 3F', JG‘> gB',. fo ift 

5 . t' ’ 

1 

/ 
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Ac — Ac . Cüf A ’ 
cd — CD . cof C 
i W—DF.ccfD 

. co/F 

’ gB—GÜ. coJ'G 

wenn A, C, D u. f. w. die Winkel bedeuten, die 
AC, CD u. f. w. mit AB machen. Da nun 

Aß = sic + cJ + df + Jg + gS 

fo ift der xte Theil des Satzes für das Urfyftem be> 
wiefen, 

Diefs Urfyftem foll fich nun durch unmerkliche 
Grade verändern, fo werden alle neue daraus ent- 
fpringende Vielecke, eben fo vi^l correlative Syfteme 
feyn , .und um den Satz für das Urfyftem unmittelbar 
auf fie anwendbar zu machen, braucht man nur für 
jeden Winkel jede Seite, den correlativen Werth zu 
fetzeft. 

' 4 

ACDFGB (Fig. 97 .) foll das umgeformte Syftem 
vorftellen, wo man gleich Geht, dafs keine Quantität 
durch o oder 00 gegangen ift. Die Winkel und die 
Seiten (die einzigen Quantitäten, die hier in Betracht 
kommen,) konnten bey der Umformung gröber oder 

kleiner, aber weder 0 noch <» werden. Der Satz ift 

f \ 

alfo für alle möglichen correlativen . Syfteme wahr, 
mögen die Punkte A, C, D u. f. w. in einer Ebene 
liegen oder nicht. Um den zweyten Theil zu bewei- 
fen, wird man fich erinnern, dafs die Projektion einer 
Fläche, diefer Fläche mit dem Qpfinus der Neigung 
multiplicirt gleich ift, woraus alfo unmittelbar der 
Satz folgt, wenn alle Perpendikel aus den Winkeln 
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auf die Grundfläche, innerhalb des Umfangs diefer 
Grundfläche fallen. 

Verändert das Urfyftem fich nun durch unmerk- 
liche Grade, fo bleiben alle neue daraus entflebenden 
Polyeder correlative Sy Heme, mögen die Perpendikel 
innerhalb .des Umfangs der Grundfläche fallen oder 
nicht. Der Satz ift alfo auch für Polyeder allge- 

mein. *) 

*) So weit war der Druck meines Werkes, als ich erfuhr, dafs 
es feit langer Zeit eine handfchriftliche Abhandlung von Si- 
mon L’Huilier au» Genf über denfelben Gegenftand gäbe. 

Diefe Abhandlung im Sekretariat des Nationalinftituts nieder- 
gelegt, enthält wirklich das vorige Grundtheorem, mit ver- 
fchiedenen wichtigen Folgen, die der Ver&fler daraus mit ge- - 
wohntem Scharfiinn. abgeleitet hat. Es liegt in der Natur 
mathemntifcher Wahrheiten, dafs fie oft ungefähr zu derfelben 
Zeit, durch verfchiedene Mittel und vön verfchiedenen Perfo- 
nen entdeckt werden können. Uebrigens kann das Zufammen- 
trelTen mit dem Bürger L’Huilicr, der fchon durch andere 
Schriften einen verdienten Namen erhalten hat, für mich nicht 
anders als fchmeichelhaft feyn. 

Die angeführte Abhandttmg kann als eine Fortfetzung fei- 
ner Polygonometrie angefehen werden. 

Mit der gradUnichten Tetragonometrie haben lieh mehrere 
Gelehrten fchon befchäftigt. Lambert lief« es fich angelegen 
feyn, ihre Wichtigkeit zu zeigen , und entwarf einen Plan da- 
zu, den Biontfen, ein gefchickter dänifcher Geometer, aus- 
führte, und mit dem fich aueh- Meyer in Göttingen mit Erfolg 
befchäftigte. Lexell erfchöpfte denfelben Gegenftand in 2 Ab- 
handlungen im 19 . und 20 - Bande der Acta Scient. Petropol. 

Mein Zweck hier ift ganz von dem vcrfchieden, den fich 
diefe berühmten Geometer vorfteckten. Ich will niefit,', wie / 
fie, die Auflöfung der Vielecke für jeden befondern Fall ge- 
ben, de fchon die Aufzählung diefer Fälle zeigt, dal» ein fol- 
chcs Detail beynahe unmöglich wird, fobald das Vieleck über 
das Viereck herausgeht, und fchon für das vollftändige Vier- 
eck mit feinen 3 unbeftimmt verlängerten Diagonalen, Ich 
wollte nur diefs Detail für gradlinichte und fphärifche Vielecke, 
und für Polyeder durch eine allgemeine Tafel (wie die Ta- 
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855 - Wan kann offenbar den Punkt , der den 
Scheitel eines jeden Winkels des Vielecks bildet, alt 
eine unendlich kleine Seite betrachten. Man kann 
auch diefer unendlich kleinen Seite jede beliebige 
Richtung besiegen ; und da, nach den 3 egriffen, die 
(87.) entwickelt wurden, die Winkel, welche diele 
Richtung mit allen andern Seiten des Vielecks bildet, 
diefelben Gnd, welche jede andere der erften parallele 
Linie, mit eben den Seiten .bilden würde, fo kann 
man folgenden Satz daraus Ici-iiefsen. 

Zwcnziglter L=hrfatz. « 

Die Summe der Seiten irgend eines 
Vielecks, mag es in einer Ebene liegen 
oder nicht, von denen jede mit dem Cofi- 
nus des Winkels multiplicirt ift, den ihre 
Richtung im Sinne deeUm fange genommen, 
mit einer beliebigen im Raume, in gegeb- 
nem Sinne, gezogenen graden. Linie macht, 
ift — o. 

< 256* Da man eben fo den Scheitel der körperli- 

chen Winkel eines Polyeders als eine unendlich kleine 
Seitenfläche betrachten kann, fo kann man auch fol- 
genden Satz aufßellen: 

fei 146 für Dreyecke) erfetzen, Uebrigens habe ich nur ge- 
zeigt, wie fie zu bilden fey, da meine andern Befchäftigungeti 
mir jetzt nicht die Ausführung erlauben. 


A. d. Verf. 
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Ein undzwanzigfter Lehrfatz. 

Die Summe der Seitenflächen eines Po* 
lyeders, von denen jede mit dem Cöfinus 
des Winkels multiplicirt ift, den fie mit ir- 
gend einer im Raum gegebenen Ebene bil< 
d e t , ift zzz o. ' - 1 

257 - Wir wollen die Seiten eines Vielecks a, b, 
e, d u. f. w. nennen, die Winkel durch diefe Seiten 
im Sinne des Umfangs gebildet 
• • /> cfb, ;>••• . 


A 

a c f 

b c u. f. w« 


man hat alfo 

, a — b. cof a b-\- c. cof a c + d. cof a d u. f. w. 

h — a. cof a b -{- c . cof b c+ d . cof b d .... 
■ c — a. cof a c +-6 . cof b c + d . cof cd .... 
u. f w. 

multiplicirt man die erfte Gleichung mit a, die zweyte 
mit b, die dritte mit c u. f.^vv. , und addirt, fo 
kommt 

aa •+■ bb -f- cc~üab. cof a*b + a ac . cof <ic+ • •* 
Wir können alfo folgenden Satz aufftellen: 

* » • • r * . f . . ' 

Zwey und zwanzigfter Lehrfatz. 

In jedem Vieleck, mag es in einer Ehe* 
ne liegen oder nicht, iß die Summe der 
Quadrate der Seiten, gleich der doppelten 
Summe der Produkte diefer Seiten, zwey 
und zwey mit dem Cofinus des einge* 
fchloffenen Winkels multiplicirt. 
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258- Hätte man, ftatt alle Gleichungen zu addi- 
ren, die erfte von der Summe der übrigen abgezogen, 
fo hätten wir ' • 

aa=bb + cc -f dd... — 2 (bc.cofbc -f- bdcof._ 
b d u. f. w.) 

d. h. 

“ In jedem Vielecke ift das Quadrat einer 
Seite gleich der Summe der Quadrate 
der übrigen, weniger der doppelten^ 
Summe, der Produkte diefer andern 
Seiten, zu zweyen mit dem Cofinus 
des eingefcliloffenen Winkels multi' 

. p 1 1 c x r t. ' 

Die bekannte Formel für Dreyecke 
aa — bb + cc — 2 . bc . cof A 
ift ein befonderer Fall diefes Satzes. 

25g. Wenn man, ftatt alle diefe Gleichungen zu 
addiren, willkührlich auf der einen Seite eine gewiffe 
Anzahl addirt, und eben fo alle andern befonders, 
dann die letzte Summe ven der erften abzieht, fo 
Eobliefst man daraus, dafs im Allgemeinen 
In jedem Vielecke, mag es in einer Ebene 
liegen oder nicht, die Summe der Qua- 
drate einer beliebigen Anzahl. Seiten, 
weniger der doppelten Summe des Pro- 
dukts eben diefdr Seiten, zu zweyen 
mit dem Cofinus des eingefghloffene n 
Winkels multiplicirt, gleich ift der 
Summe der Quadrate aller aiulerp Sei- 
ten, weniger der doppelten Summe der 
Produkte diefer andern’ Seiten, zu 
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' z weyen mit dem Cofinus des einge- 
fchloffenön Winkels mu Itiplicirt. 
c6o. Verändert das Vieleck feine Geftalt, fo dafs 
die Seiten doch diefelben bleiben, und nur die Win- 
kel Geh ändern, fo bleibt die Summe der Quadrate 
der Seiten immer diefelbe, alfo auch der Werth, den 
wir für diefelbe Summe gefunden haben. (357.) Alfo 
überhaupt - ' , ’ , 

Wenn ein" Vieleck, mag es in einer Ebene 
liegen oder nicht, fich auf irgend eine 
Art umformt, wobey es aber immer ge* 
fchloffen bleiben mufe, und jede Seite, 
ihre Grüfse behält, fo ift die Summe der 

. x \ k 

Produkte diefer Seiten, zu z weyen, 
mit dem Cofinus des eingefchloffenen 
Winkels multiplicirt, eine Conftante. \ 
Diefe Theorie der Vielecke kann auch auf Polye- 
der angewandt \verden, wie jetzt gefchehen full. 

Drey und z wanzigfier Lehrfatz. 

261. In jedem Polyeder ift die Summe 
der Quadrate der Seitenflächen, gleich der 
doppelten Summe der Produkte diefer Sei- ’ 
tenflächen zwey und zwey mit dem Co- 
finus des Winkels, den fie einfchliefsen, 
multiplicir t. 

Wenn a, b, c die Seitenflächen des Polyeders 
Gnd, fo hat man nach (254.) die Gleichungen 
b . cof ab c . coj a c + . . . . 

. cof ab -f- c . cof b c + , . . . 

U. f. VT. 
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multipHdrt man die erfte mit a, die zweyte mit & 
u. f. w. fo kommt 

cia -f hb + cc — 2 ab cof ab -f- ßnc . cof a c -f- . . . 

Zieht man die erfte von der Summe aller übrigen 
ab , fo ift 

262. Das Quadrat irgend einer Seiten- 

fläche de» PolyederJ gleich der Summe der 
Quadrate aller übrigen, weniger der dop- 
pelten Summe dc-r Produkte aller diefer 
andern Flächen zwey und zwey mit dem 
Cofinus des eingefcbloffeuen Winkels mul- 
tiplicir t. ■ 

263. In jeder dreyeckigten Pyramide, 
die 3 auf einander fenkrechte Seitenflä- 
chen hat, ift dat* Quadrat der vierten Sei- 
tenfläche gleich der Summe der Quadrate 
der 3 erften. 

Stellt man fich im Raume 3 andere Ebenen, die 
den 3 Seitenflächen, die vom Scheitel der Pyramide 
ausgehn, pärallel find, vor, fo werden diefe nepen 
Ebenen auch auf einander fenkrecht feyn , und die 
3 Projektionen der Grundfläche auf diefen 3 neuen 
Ebenen werden refpektive den 3 parallelen Seitenflä- 
chen der Pyramide gleich feyn. Alfo wird das Qua- 
drat diefer Grundfläche auch der Summe der Quadrate 
der Projektionen gleich feyn. 

Gleiche Flächen in derfelben Ebene befchrieben 
muffen auch auf jede andere gegebene Ebene gleiche 
Projektionen haben ; fubftituirt man alfo für die Grund- 
fläche der befagten Pyramide, ein beliebiges Vieleck 
von gleichem Flächeninhalt, fo werden die Projektio- 
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nen diefes Vielecks, refpektive den entfprechenden 
Projektionen des Dreyecka gleich feyn, daa die Grund- 
fläche der Pyramide bildet, man kann ailo daraus den 
bekannten Gmndfatz ableiten: 

264. Das Quadrat der Fläche eines Viel- 
ecks, das in aiuer Ebene befchrieben ift, ift 
gleich der Snwua der Quadrate feiner Pro- 
jektionen auf 5 unter einander fenkrech- 
ten Ebenen. 

In der dreyeckigten vorher betrachteten Pyramide 
ifi: jede der 3 Seitenflächen, die man unter einander 
renkrecht annahm, die Projektion der Grundfläche auf 
die Ebene, in der die Seitenfläche liegt, und umge- 
kehrt ifi: die Grundfläche die Summe der 3 Dreyecke, 
die die Projektion der Seitenfläche auf ihr bilden. 

. Man kann alfo im Allgemeinen fchliefsen, da diefel- 
ben Schlüffe auf je^des beliebige Vieleck paffen : 

265. Die Fläche eines Vielecks ift gleich 

der Summe der 3 Projektionen der Projek- 
tionen, die entftehen, wenn man zuerft das 
Vieleck auf 3 unter einander fenkrechte 
' Ebenen projicirt, und dann von neuem jede 
diefer Projektionen, auf die Ebene des ge- 
gebnen Vielecks. 

266. Es fey alfo S die Fläche eines Vielecks, 

p, q, r die 3 Winkel, die das Vieleck mit 3 auf ein- 
ander fenkrechten Ebenen macht, alfo die Projek- 
tionen * 

. S . cqf p . , . •. 

v S . cqf q ; 

S . cqf r 
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Und die 3 Projektionen der Projektionen 
S . cof p 2 
S . cof cf 
S . cof r 2 

alfo nach dem vorigen Lehrfqyus 

S — S. cof p 2 -f- S . cof cf + S cof r 2 

oder 

cof p 2 + cof f -f cof r 2 — i . . . (A) 
eine bekannte Sache. Addirt man die 3 Glei- 
chungen 

fin p 2 + cof p 2 — r 
fin q 2 -f- cof p 2 — t 
fin r 2 -j|- cof r 2 ZZZ 1 

und zieht von ihrer Summe die Gleichung (A) ah, 
i'o kommt 

fin p 2 -f- fin q 2 — fin r 2 — 2 
267. Diefe Gleichungen können augenfcheinlich 
auf die 3 Winkel angewandt werden, die auf der 
Grundfläche einer seckigten Pyramide, von ihren 
3 Seitenflächen gebildet werden, wenn diefe unter 
einander fenkrecht find. Statt des Quadrats der Fla- 
che eines Vielecks kann man das Produkt der Flä- 
chen zweyer anderer Vielecke nehmen, wovon jedes 
dem vorigen gleich ift. Stellt man lieh nun vor, dafs 
eines von diefen neuen Vielecken doppelt, dreyfach 
u. f. W. To grofs wird, während das andere dalTelbe 
bleibt, fo wird das Produkt diefyr beyden Vielecke 
auch doppelt, dreyfach u. f. w. In eben dem -Ver- 
hältnifie wächft jede Projektion des veränderlichen 
Vielecks. Es ift alfo im Allgemeinen 

Da* , 
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Das Produkt der Flachen zweyer Viel- 
ecke, die in derfelben Ebene befchrie- 
- ben find, der Summe der 3 Produkte 
gleich, die fo entfteheri, indem mail 1 
die Projektionen der beyden Polygone 
auf jeder der fenkrechten Ebenen mul« 
tiplicirt. 

fiöß- Wenn man, ftatt alle Gleichungen (261) ztt 
addiren, rtur eine gerrifle Anzahl einerfeits, und die an- 
dern befondets addirt, dann die letzte Summe vort 
der erften abzieht, fo findet man im Allgemei- 
nen , dafs 

-In jedem Polyeder die Summe der Qua- 
drate einer beliebigen Anzahl voh Sei- 
tenflächen, Weniger der döppeltenStini- 
me eben diefer Seitenflächen, zwey und 
Zwey mit demCofinus des eingefchloffe- 
nen Winkels multiplici rt, gleich ift der 
Stimme der Quadrate aller andern Sei- 
tenflächen, weniger der doppelten 
Summe, der Produkt^ ebet^ diefer Sei- 
tenflächen, zwey Und ZWey mit dem 
Cofinus des eingefchloffenen Winkels 
mul tiplicirt, 

269, Zieht mart aus einem Punkte im Raumfo- 
viel gerade Linien, als ein Vieleck Seiten hat, fo tlafe 
jede diefer Linien einer entfprechenden Seite des Viel- 
ecks gleich und parallel, auch zu demfelhen Sinus ge- 
zogen ift, und zu diefen Linien, noch durch denfelbert 
Punkt eine andere unbeftimmte Linie oder T ransver- 
fale, nach beliebiger Richtung, fo folgt aus dem, Was 
II, ’ E 
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(255) gefagt ift , dafs in diefem Syftem von Linien« 
die Summe aller darin vorkommenden, die Transver- 
fale ausgenommen, mit dem Cofinus des Winkels, den 
fie mit der Transverfale bilden, = o ilt. F (Fig. g8.) 
fey der Punkt, FA, FB, FC, die Linien, die den Sei- 
ten des Vielecks gleich und parallel find, auch zu der- 
felben Richtung gezogen. Wir wollen ein neues Viel- 
eck ABCDGH bilden, indem wir die Endpunkte 
diefer Radien verbinden, endlich durch F eine belie- 
bige grade Linie LFK ziehen, und uns eine Ebene 
MFN, die darauf fenkrecht fey, vorftellen. 

Nach dem, was gefagt ift, ift alfo die Summe der 
Radien des Vielecks ABCDGH, wenn jeder mit dem 
Cofinus des Winkels,' den er mit LK bildet, multi- 
plicirt wird, = o. 

Nun ift jeder von diefen Radien, mit dem abfo- 
luten Werth des Cofinus, des Winkels, den er mit 
LK bildet, multiplicirt , offenbar gleich dem Perpen- 
dikel, d^s von feinem andern Endpunkte auf die 
Ebene MN fällt. Aber man lieht leicht, dafs, wenn 
der correlative Werth t diefes Cofinus für die Punkte 
A, B, C pofitiv ift, er für die Punkte H, C, D, die 
an der andern Seite der Ebene MN liegen, negativ 
feyn mufs. Alfo find die Perpendikel, die diefer an- 
dern Seite entfprechen, invers, alfo ift die Totalfumme 
der Perpendikel, die von den Winkelpunkten des 
Vielecks auf die Ebene MN gefenkt find, = o, wenn ' 
man die, die an der einen Seite der Ebene fallen, po- 
fitiv, und diejenigen, die an die andere Seite fallen* 
negativ nimmt. 
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Wir wollen uns jetzt irgend eine andere Ebene 
Äffe vorftellen , parallel mit MN und aufserhalb des 
Vielecks gezogen,' dann wird die gerade Linie FR 
der Summe der Perpendikel gleich feyn, die aus allen 
Winkeln des Vielecks ASCDG-H auf diefe neue Ebe- 
ne gezogen werden, wenn man lie durch ihre An- 
zahl, oder durch die Zahl der Winkel dividirt. Of- 
fenbar ift jede von ihnen gleich Ftt mehr oder we- 
niger dem Perpendikel, das au9 demfelben Winkel 

' t * 

auf die Ebene MN gezogen wird, nachdem diefer 
Punkt unterhalb oder oberhalb der letzten Ebene, in 
Bezug auf hHc ift: alfo ift die Summe aller Perpen- 

dikel auf Äffe gleich foviel mal FH als es Winkel 
giebt, wenn man dazu eine Summe addirt, die, Avie 

wir beAviefen haben, gleich 0 ift. Alfo ift Fli Avirklich 

* 

gleich der Summe der Perpendikel auf hKc, durch 
ihre Zahl dividirt, FH ift alfo die mittlere Entfernung 
aller diefer Winkel von der Ebene Äffe: und da Avi< 
LK Avillkührlich angenommen haben, fo folgt, dafl 
die Entfernung des Punktes ff von irgend einer Ebe- 
ne, gleich der mittlern Entfernung aller Punkte 
des Vielecks von derfelben Ebene iß» Wir Avollen 
alfo diefen Punkt Punkt der mittleren .Entfer- 
nungen nennen, jede grade Linie, die durch ihn 
gebt z. Jß. LFK Axe oder Linie der mittlern 
Entfernungen, jede Ebene, Avie MN, die durch 
eben den Punkt geht, Ebene der mittleren Ent- 
fernungen. W r ir können alfo folgenden Satz auf- 
ßellen. 
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Vier und zwanziglter Lehrfatz. , 

270. In jedem Vielecke, mag es in einer 
Ebene liegen oder nicht, giebt es einen 
Punkt'der mittlern Entfernungen, -welcher 
die Eigenfchaft hat, dafs feine Entfernung 
von einer beliebigen Ebene wirklich das 
Mittel aller Entfernungen der Winkel die- 
fes Vielecks von derfelben Ebene ift, d.h.= 
der Summe diefer letzten, dividirt durch 
ihre Anzahl, wenn man die negativ nimmt, 
die fich an der Seite dieler Ebene befin- 
den, wo ihre Summe am kleinften ift. 

Geht alfo diefe Ebene felbft durch deri Punkt der 
mittleren Entfernungen, fo ift die Summe der Entfer- 
nungen diefer Ebene von den Winkeln, die fich an 
derfelben Seite befinden, gleich der Summe der Ent- 
fernungen diefer Ebene, von den Winkeln an der 
andern Seite. 

271. Da die Lage eines Punktes im Raume durch 
feine Entfernungen von 3 Ebenen fchon beftimmt 
wird, fo fieht man leicht, dafs in jedem Vieleck nui 
ein Punkt der mittleren Entfernungen feyn kann. 

272. Wir wollen im Raum irgend ein Syftem 
von Punkten annehmen. Man kann fich immer vor- 
ftellen, dafs fie durch eine Folge von graden Linien 
vereinigt find, die den Umfang eines Vielecks bilden, 
alfo kann man den vorigen Satz auf jedes beliebige 
Syftem von Punkten im Raume anwenden. 
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Fünf und zwatlzigfter Lehrfatz. 

* r 

fi 7$» Wenn man fich vorßellt, es fey 
durch den Punkt der mittleren Entfernun- 
gen der Winkel eines Vielecks, mag diefs 
Vieleck in einer Ebene liegen oder nicht, 
eine beliebige grade Transverfale gezo- 
gen, eben fo vom Mittelpunkt, nach jedem 
Winkel des Vielecks ein Radius, fo iß die 
Summe der Produkte eines jeden diefer 
Radien, mit dem Cofinus des Winkels, den 
er mit der Richtung der Transverfale bil- 
det, =: o. 

Der Satz folgt unmittelbar aus 254 und 269. 

"j ' f ... * • f 

Sechs und zwanzigster Lehrfatz. 

■* • ** r * ' • • ' • < i ■ • 

274. In jedem Vielecke, mag es in einer 

V ' 

Ebene liegen oder, nicht, iß die Summe der 
Quadrate der Entfernungen aller Winkel 
von einem beliebig im Raum angenomme- 
nen Punkte, gleich der Summe der Qua- 
drate der Entfernungen eben diefer Win- 
kel vom Punkte der mittleren Entfernun- 
gen, wenn man das Quadrat der Entfer- 
nung des erfien im Raum beliebig ange- 
nommenen Punkts vom Punkte der mitt- 
leren Entfernungen dazu addirt, multi- 
plicirt mit der Zahl der Winkel des Viel- 
ecks. 

Es fey ABCD (Fig. 99.) irgend ein Vieleck, F 
der Punkt der mittleren Entfernungen, K ein anderer 
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im Raume angenommener Punkt, ans jedem Winkel 
A> B, C, D, ziehe irtan zwey grade Linien, eine jnach 
F, die andere nach R , dann haben wir 

ÄK- AF*+ Fh'— 2 ÄF. FRcofApR 
BR= BF+ FR'— zBF. FRco/BFR 

U. f. W. 

addirt man diefe Gleichungen, und nennt die Zahl 

** • • • • t 

der Winkel des Vielecks n, fo haben wir 

BR'+ CR*. . . = JF+ bf\ CF' ... + 

n . FR— zFKQAF. co/AFK 4- BF. co/B FR . . . ) 
aber der Coefficicnt von c FH ift = o (273) alfo 

ÄR + Bit + CR— ÄF+ B 1 ?+CF'..+ 

ri. FR* 

y 

w. z. b. w. 

275. Daraus folgt, dafs die Summe der Quadrate 
der Entfernungen, aljjer Winkel eines Polygons, voni • 
Punkt ihrer mittleren Entfernungen ein Kleinftes ift, 
d. h. kleiner als die Summe der Quadrate der Entfer- 
nungen eben diefer Winkel, von jedem andern will- 
kiihrlich im Raume angenommenen Punkte, denn 
AR -f- BR + CH . . . mufs am kleinften feyn, wo FR 
— o, weil FR, eben weil es ei# Quadrat ift, nicht ' 
negativ werden kann. 

276. Man kann eben fo wie in (272) den vori- 
gen Lehrfatz auf jedes Syitem von Punkten anwen- 
den, eben fo folgenden Satz daraus fchliefsen. 

IB77, W,e nn man im Raum ein beliebiges 
Syftem von punkten hat, und fich eine 
fphärifche Oberfläche vorftellt von belie- 
bigem Durchmeffer, deren Mittelpunkt 
der Punkt der mittleren Entfernungen ifür 
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«Ile Punkte des Syftems ift, fo wird die 
Summe der Quadrate der Entfernungen 
eben diefer Punkte, von einem andern be- 

t 

liebig auf der Oberfläche der Kugel ange- 
nommenen Punkte gleich der Summe der 
Quadrate der Entfernungen eben diefer 
Punkte des vorgenommenen Syftems vom ' 
Mittelpunkt der Kugel (d. h. vom Punkte 
der mittleren Entfernungen) feyn, wenn 
man dazu das Quadrat des Radius diefer 
Kugel mul tip licir t, mit der Zahl der ira 
Raum angenommenen Funkte addirt. 

Alfo ift diefe Summe diefelbe für alle Punkte der 
Kugeloberfläche. Befinden fich die im Raume ange- 
nommenen Punkte in derfclben Ebene, fo kann man 
ftatt der Kugel einen Kreis nehmen, und der Satz 
bleibt wahr. 

Bilden diefe Punkte die Scheitelpunkte eines or- 
dentlichen Vielecks, fo hat man folgenden Satz. 

278. Die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen aller Winkel eines regelmäfsi- 
gen Vielecks, von einem beliebigen Punkte 
eines Kreifes, der mit dem Vieleck einer- • 
ley Mittelpunkt hat, ift gleich der Summe 
des Quadrats des Halbmeffers des Vielecks, 
und des Quadrats des Halbmeffers des 
Kreifes, -wenn man diefe Summe mit der 
Zahl der Winkel des Vielecks multipli- > 
cirt. 

* / • 

Diefe Folge des vorigen Satzes ift merkwürdig. 
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weil man fie als eine Ausdehnung des pythagoräifchen 
Lehrfatzes betrachten kann. 

In der That AKB (Fig, 100.) fey ein Kreis, def- 
fen Mittelpunkt ich im Punkte O annehme, wir wol- 
len zwey um ißo 0 entfernte Punkte, A> B, darauf^ 
beftimmen. Zieht man nun zu einem 5 ten Avillkühr- 
lich angenommenen Punkte K die Linien AK, BK, 
fo ift Alf + BK == 4mal dem Quadrate des Halb- 
meffers und folglich conftant, wo auch K im Kreife 
liegen mag, 

Theilt man den Kreis in 3 gleiche Theile in den 
Punkten A, B, C, (Fig. 101.) und nimmt noch einen 
willkiihrlichen Punkt K im Umfange an, fo ift nach 
dem vorigen Satze 

ÄK'+ äK*+ CK = 6.Ä* 

alfo auoh conftant. 

Theilt man den Kreis in 4 » 5 * 6 oder überhaupt 
in n gleiche Theile (Fig. 102, 103.) und nimmt will- 
kührlich auf dem Umfange einen neuen Punkt K, fo 
wird die Summe der Quadrate der geraden Linien, 
aus K nach den Winkelpunkten gezogen, immer con- 
ftant feyn, nemlich = an,B. z , 

Befchreibt man einen andern dem vorigen con- 
centrifchen Kreis, von größerem oder kleinerem 
Halbmefler, fo folgt aus denselben Satze, dafs, wenn 
man auf diefem neuen Umkreis einen Punkt K nimmt, 
und aus allen Winkeln des Vielecks dahin grade Li- 
nien zieht , die Summe der Quadrate diefer Linien 
noch conftant feyn wird, wohin man auch den Punit 
K, den Umfang des neuen Kreifes, fetzt. Daffelbe ift 
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der Fall mit eingefchriebenen Vielecken, die nur fym- 
metriCch find. 

Endlich kann man daüelbe von regulairen , oder 
fymmetrifchen Polyedern behaupten, tiie auf eine Ku- 
geloberfläche bezogen -werden, deren Mittelpunkt mit 
dem Mittelpunkt des Polyeders zufammenfällt, und 
das ift offenbar nur eine neue Ausdehnung des pytlia- 
goräifeben Satzes. 

Eben fo wenn man in einem Kreife ein Vieleck 
befchreibt und außerhalb im Raume einen Punkt an- 
nimmt, fo ift die Summe der Quadrate der Entfer- 
nungen diefes Punktes, von allen Winkeln des Viel- 
ecks conftant, wie auch das Vieleck im Kreife lie- 
gen mag, wenn es nur immer eingefebrieben bleibt. 

Eben das ift für regulaire umfehriebene Vierecke 
wahr, oder im Allgemeinen für alle Vielecke, die einen 

l 

Mittelpunkt der Figur haben , der im Mittelpunkt des 
Kreifes liegt. 

Eben das iß der Fall für regulaire Polyeder, oder 
folche , die einen Mittelpunkt der Figur haben , mö- 
gen fie nun in oder um der Kugel befchrieben feyn. 
Die febon oft erwähnte Summe bleibt diefelbe, wo 
auch das Polyeder in oder um der Kugel liegen mag, 
wenn es nur immer eingefchrieben, oder umgefchrie- 

ben bleibt. . . . < 

* \ 

' 279. Stellt man fich vor, dafs man aus einem in 

V 

der Ebene eines Kugelfchnittes gegebenem Punkte, 
4 Linien an die Endpunkte ztyeyet beliebigen ver- 
bundenen Durchmeffer ziehe, fo wird die Sum- 
me der Quadrate diefer 4 Linien immer conftant feyn, 
Wie .lieh auch die Durchmeffer verändern (in demfel- 
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ben Kegelfchnitt) und zwar gleich der Summe au» 
dem doppelten Quadrate der grofsen Axe, dem dop- 
pelten Quadrate der kleinen Axe, und der vierfachen 
Entfernung des betrachteten Punktes vom Mittelpunkt 
der Curve: denn der Mittelpunkt der Curve ift auch 
der Punkt der mittleren Entfernungen der 4 Punk- 
te, diö die verbundenen Durchmeffer be- 
gränzen. / 

Eben fo kann man beweifen, dafs die Summe der 
Quadrate, der Entfernungen des gegebenen Punkte» 
von den 4 Winkeln eines um den Kegelfchnitt be* 
fchriebenen Parallelogramms immer diefelbe ift, wie 
auch diefs Parallelogramm fich ändert. 

280. Bezieht man alle andere Punkte des Syftems 
auf einen unter ihnen, fo fieht man, dafs die Summe 
der Quadrate der Entfernungen diefes Punkts von al- 
len andern , gleich der Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen aller diefer andern Punkte vom Punkte der 
mittlern Entfernungen des allgemeinen Syftems ift, 
wenn man dazu das Quadrat der Entfernung des er- 

lten diefer Punkte vom Punkte der mittleren Entfer- 

\ 

nungen multiplicirt, mit der Zahl der Punkte des all- N 
gemeinen Syftems addirt. 

Verfährt man fo fiir alle Punkte des Syftems, 
und addirt die Gleichungen, fo kann man fchiiefsen. 

* *’ 4 v 

Sieben und zwanzigfter Lehrfatz. 

Hat man im Raume eine beliebige An- 
zahl Punkte, und verbindet man fie alle 
/. wey und zwey durch grade Linien, 'fo 
Wird die Summe der Quadrate aller diefe* 
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Linien gleich feyn der Summe der Qua- 
drate der Entfernungen aller Punkte des 
betrachteten Syftems, vom Punkte der 
mittleren- Entfernungen, wenn man diefe 
jS u m m e mit der Zahl diefer Punkte multi- 
p l i c i r t, 

' s8t. ' In einem Dreyecke ift, wie man leicht 
überGeht, der Punkt der mittleren Entfernungen der- 
jenige Punkt, wo Geh die 3 aus den Winkeln auf die' 
gegenüberßehenden halben Seiten gezogenen Linien 
fchneiden. Alfo ift die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen diefe8 Punktes von den 3 Winkeln, gleich 
einem Drittel von der Summe der Quadrate der , 
3 Seiten eben diefes Dreyccks. Sjf 

Bey einem gleichfeitigen Dreyeck alfo, wenn man 
die erfte Entfernung b nennt, und die Seite a, hat 
man 

bb — oder b — -~r- 

3 r 3 

eine bekannte Eigenfchaft. 

282. In einer 3 eckigten Pyramide ift der Punkt - 
der mittleren Entfernungen der 4 Scheitel, derjenige, 
wo Geh die 4 Transverfalen kreuzen, die man aus je- 
dem Scheitel auf den Punkt der mittleren Entfernun- 
, * \ . 

gen der Scheitelpunkte der gegenüberftehenden Grund- ' 
fläche zieht. Diefer Punkt mufe alfo vom Scheitel 
um \ der Transverfale entfernt feyn , die von eben 
diefem Scheitel ausgeht. Es ift alfo nach dem vori- 
gen Satze die Summe der Quadrate der Entfernungen 
jedes diefer Scheitelpunkte vom Punkte ihrer mittleren 
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Entfernungen, gleich einem Viertel der Summe der 
Quadrate der 6 Kanten der Pyramide. 

233. Hat irgend ein Syftem von Punkten , einen 
Mittelpunkt der Figur, fo mufs der auch der Punkt 
der mittleren Entfernung aller dicfer Punkte feyn. 

284. Man Aveifs, dafs in jedem Parallelogramm 
die Summe der Quadrate der beyden Dia- 
gonalen gleich der, Summe der Quadrate 
der 4 Seiten ift. Eben diefer Satz läfst fich au- 
genfcheinlich aus dem vorigen Satze herleiten. 

285. Legendre hat in feinen Eie mens de geo- 
metrie gezeigt, dafs in jedem Pa rallelepipe- 
dnm die Summe. der Quadrate der 4 Diago- 
nalen, gleich der.Surnme der Quadrate der 
12 Kanten ift. Eben das leitet man aus dem vori* 

• l 

gen Satz durch fehr leichte Reduktionen ab. 

2ß6. Man kann diefe Sätze auf alle Polygone und 
Polyeder erftrecken, die einen Mittelpunkt der Figur 
haben. Es fey z. B. ABCDEF (Fig. 104.) ei« 
Sechseck, in dem K der Mittelpunkt der Figur ift, 
d. h. ein folcher Punkt, dafs die 3 Diagonalen 
ÄD, BE, CF alle in demfelben Punkte K in zwey 
gleiche Theile getheilt werden; dann ift die Summe 
der Quadrate diefer 3 Diagonalen gleich zweymal der 
Summe der Quadrate der 6 Seiten, und der Quadrate 
der Diagonalen, die nicht durch li gehen. 

Nennt man die Summe der Quadrate der 6 Sei- 
ten, und der 6 Diagonalen, die nicht durch den Punkt 
K gehen, 5= C, r. ,■ 
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„ 1 „ / 

Die Summe der Quadrate der 5 Diagonalen, die 

durch K gehen, = D, 

alfo die Summe der Quadrate der 6 halben Dia- 
gonalen =; — fo haben Avir 

r> - ' . 

1 n 

C+D= 6 .- 

o * 

oder C—zD av. z. b. av. 

, « — 
Behandelt man jedes andere Polygon oder Polye- 
der, das einen Mittelpunkt der Figur, und eine grade 
Anzahl Scheitelpunkte hat (=2 «) eben fo, fo kann 
man allgemein beweifen, dafs 
C—(ji — 1 ).D 

So ift z. B. in jedem Octaeder, das einen 
Mittelpunkt der Figur hat, d. h. deffeto 
3 Diagonalen fich in einem Punkte 
fchneiden, der fic auch in zAvey gleiche 
Hälften t heilt, die Summe der Quadrate 
diefer 3 Diagonalen gleich der halben' 
, Summe der Quadrate der 12 Kanten 
des Octaedera. 

237. Es ift auch ein bekannter Satz, dafs in jedem 
rechtAvinklichtem Parallelogramm die Summe der Qua- 
drate der Entfernungen , eines Punktes feiner Ebene, 
von 2 diagonal entgegengefetzten Winkeln, gleich 
der Summe der Quadrate der Entfernungen defTelben 
Punkts von den beyden andern Winkeln ift. Es ift 
einerley, ob man den Punkt innerhalb oder aufser- , 
halb des Parallelogramms annimmt.' Man kann das 
fehr leicht aus Betrachtung des Punktes der mittleren 
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Entfernungen bcweifen , und cs dadurch noch auf 
jeden irn Raume angenommenen Punkt ausdehnen. 

Eben fo findet man, dais, wenn man von 
einem im Raume angenommenen Punkte, 
zu den Endpunkten einer Diagonale eines 
recht w in k lichten Parallelepipe dum 2 Li- 
nien zieht, die Summe der Quadrate die- 
feT beyden Linien für jede Diagonale die- 
selbe feyn wird. 

288- Wir fahen oben ( 28 °)* wie man, wenn die 
Entfernungen unter einander in einem Syftem von 
Punkten gegeben find, die Summe der Quadrate ih- 
rer Entfernungen vom allgemeinen Punkt der mittleren 
Entfernungen finden kann. Wir wollen jetzt unterfu- 
cheu, wie man für jeden einzelnen Punkt feine Ent- 
fernung findet. 

Wir wollen uns irgend ein Syftem von Punkten 
im Raume vorftellen (Fig. 105.). K fey der allgemeine 
Punkt der mittleren Entfernungen, A einer der 
Punkte, N — ihrer Anzahl, 

P ~ der Summe der Quadrate der Efttfer- 
nungen des Punktes A von jedem der 
andern, 

Q — der Summe der Quadrate der Entfer- 
nungen aller Punkte des Syftems 2 und a 
verglichen. 

Man foll alfo AK in Werthen von N, P, Q 
finden. 

Wenn man die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen aller Punkte des Syftem» vom Punkte der 
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mittleren Entfernungen R nennt, fo hat man (274) 
»und v. 28 0 ) 

R = P — N . Ä¥i - . • 



alfo 

jg-N.P-Q 

AK — m~ 

alfo | ✓ 


Acht und zwanzigfter Lehrfatz. 

j < 

889. In einem Syftem gegebener Punkte 
i 11 das Quadrat der Entfernung eines unter 
ihnen, vom allgemeinen Punkte der mitt- 
leren Entfernungen, gleich der Summe der ' 
Quadrate der Entfernungen diefes Punk- ; , 
tes von allen andern, multiplicirt mit der 
Zahl der Punkte des Syftems, wenn man 
von diefem Produkt die Summe der Qua- 
drate der Entfernungen aller Punkte zwey 
und zwey verglichen abzieht, und diefe 
Differenz durch das Quadrat der Zahl der ' , 
Punk dividirt. 

Will *ch z. B. im Dreyeck ABC befonders die 
Entfernung JT) des Punktes A vom Punkte der 
mittleren Entfernungen D haben, fo habe ich 

AD — 5 ÄC) — {AB ÄC+ BC) 1 

9 

=|(2 AB + 2 . ÄC— SC) 


/ 


A 
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Eben fo ift in einer 3 ec ^*S ten Pyra- 
mide das Quadrat der Entfernungen eines 
ihrer Scheitelpunkte vom' Punkte der mit t- 
lern Entfernungen» gleich 3 mal der Summe 
der Quadrate der 3 Kanten, die von diefem 
Scheitel ausgehen, weniger der Summe der 
Quadrate der 3 Kanten der Grundfläche 
alles durch 16 dividirt. 

Man kann diefe Theorie ausdehnen,' wenn man 
das allgemeine' Syftem in partiale Syfteme auflöfst, 
und die Verhältniffe unterfucht, die zwifchen dert 
refpektiven Entfernungen der hefondern Mittelpunkte 
der partialen Syfteme beflehen. 

Bezieht man das Syftem auf 3 rechtwinklichte 
Ebenen, fo würde mau den Punkt der mittleren Ent- 
fernungen fehr vortheilhaft als Anfangspunkt der Co- 
ordinaten wählen. Denn ftellt man Geh 3 fenkrechte 
Ebenen vor, die durch den Punkt K gehen, Und 
nennt x, y , z die Entfernungen des Punktes A von 
diefen 3 Ebenen, fo hat man 

AK — xx -f- yy + zz 
alfo hat man auch (288) 

^ NP — Q 

, xx + sz 

r ■ . 

die man als eine Lineargleichung betrachten darf, da 
weder x , noch y, noch s u. f. W. fondern nur Xx, 
yy f zz u. f. w« darin Vorkommen. 

Neun und zwänzlgfter Lehrfatz, 

290. In jedem Viereck, mag es in einer 
Ebene liegen oder nicht, ift die Summe der 
/ Qua- 
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Quadrate der beyden Diagonalen gleich, 
der doppelten Summe der Quadrate der 
beyden graden Linien, die die Mittelpunk- 
te der gegenüberftekend en Seiten ver- 
binden. 

Es fey ABDC (Fig. 107.) das Viereck, m, n, p, 
q, die Mittelpunkte der Seiten AB , CD, AC, Bl) , 
man foli be weifen , dafs 

AD -j- LC xr c ( mn -f- pq ) 

Wenn wir die 4 Linien mp, pn, nq, qrn ziehen* 
fo werden dief* 4 Linien ein Parallelogramm bilden, 
noch mehr die Seiten, mp, nq, werden der Diagonale 
BC parallel und — £ BC feyn. Eben fo mq, np par- 
allel und gleich \ AD, 

Man hat alfo 

.. % 2 2 _* 

BC — - 4 mp . — c mp + 2 nq 

tmd eben fo 

7 % * 9 j • 

ÄH) — 2 mq -f* 2 pn 

alfo 

BC -f- SJD — 2 ( mp -j- nq -f- mq -f- pn ) 
oder Wegen der Parallelogramme 

* . t a * 

BC + AD — 2 (/»« + pq) 

Da in diefer Gleichung nur Quantitäten in der 
zweyten Potenz Vorkommen, fo ift Ge auf alle corre- 
lative Syfteme anwendbar, d. h. auf alle Formen der 
Vierecke, alfo auch wenn man das als emgegenge- 
fetzte Seiten nimmt, was wir für Diagonalen ange- 
nommen haben. Man. kann alfo auch den Satz fo 
ausfprechen : ' ' 

In jedem Viereck, mag es in einer Ebene 
liegen oder nicht, ift die Summe der 

II. , F 

r 

, . 

/ »' 
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Quadrate z weyer gegenüberftehenden 
Seiten gleich der doppelten Summe des 
Quadrats der Linie, die die Mittel- 
punkte der beyden andern Seiten ver- 
bindet, und des Quadrats der Linie, die 
die Mittelpunkte der beyden Diagona- 
len verbindet. 

Nennt man alfo z. B. zwey beliebige gegenüber- 
1 Hebende Seiten eines Vierecks, rn" die Linie, die ihre 
Mittelpunkte verbindet 

n, n', n" die beyden andern Seiten, und die 
Linie, die ihre Mittelpunkte ver- 
bindet, 

p, p', p", die beyden Diagonalen, und die 
Linie, die ihre Mittelpunkte ver- 
bindet, 

% 

l'o hat man 

/ m + m* = 2 (»" p") . . . (A) .. 

n + »' = a (m" + p") . . -■ (B) 
p + p‘ =■ 2 (in" + n") . j. . (C) 

Addirt man alle diefe 3 Gleichungen , fo hat man 
in -f- nt 4 + n + n* + p 4* p‘ — \{m" -+■ n" -\-p l> ) 

' d. L 

In jedem Vierecke, mag es in einer Ebe- 
ne liegen oder nicht, ift die Summe der 
t Quadrate der 4- Seiten, und 3 Diagona- 
len, gleich der 4fachen Summe, der 
Quadrate der Linien, die die Mittel- 
punkte der gegenüb erflehenden Seiten 
verbinden, und der Linie, die die 
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Mittelpunkte ihrer'Diagonalen verbin- , 
det. - ' • - ' t 

Addirt man (A) und (B) und zieht man (C) davon 
ab, fo hat man 

2 2 2,2,2 2 s 

m + m‘ + » + «'=: p -f- p< 4 p" 

d. h. '1 

In jedem Viereck ift die Summe der Quadrate der 

4 Seiten, gleich der Summe der Quadrate der _ * , 

beyden Diagonalen, und des 4 fachen Quadrates 

der Linie, die die Mittelpunkte der beyden Dia- 

■ gonalen verbindet. 

Euler gab diefen eleganten Satz in den Petersbur- 
ger Commentarien, wobey ich nur noch bemerke, dafs 
er ich auf alle Vierecke, mögen ße in einer Ebene 
liegen oder nicht, und auf alle ihre Formen erftreckt, 
wie man fchon darafis Geht, dafs in der Gleichung nur 
Quadrate Vorkommen. , 

agi. Diofer Satz kann nicht allein auf Vierecke 
von allsr ^.rt angewandt werden, fondern man kann 
ihn au:h auf Körper erftrecken, deren Seitenflächen 
beliebige Vielecke find, z. B. auf eine viereckigte l J y- 
ramidt, die paraHel öder fchief mit der Grundfläche 
gefclnitten ift, oder überhaupt auf jedes Hexaeder, 

Dreyfsigfter Lehrfatz. 

Ia jedem Hexaeder, fey es regelmäfsig 

1 

oder nicht» ift die Summe der Quadrate 
der ra Kanten, und die Summe der Qua* 

ft ' ^ 

drate der 12 Diagonalen der Seitenflächen, 
gleich der dreyfaclren Summe der Qua- 
drate der 4 Diagonalen* die den Körper 

1 F O' 

, ■ - ' , 

'* • ' • ’ . i . •< 
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durchfchneiden, und der vierfachen Summe 
der Quadrate der 6 Linien, die zwey und 
zwey, die Mittelpunkte der 4 letzten Dia- 
gonalen verbinden. 

Da die Summe der Quadrate der Diagonalen jeder 
Seitenfläche (291) gleich der doppelten Summe der 
Quadrate der beyden Linien ift, die die gegenüberße- 
henden Seiten 2 und 2 verbinden, fo kann man den 
vorigen Satz auch fo ausdrücken : 

In jedem Hexaeder ift die 3 fache Sumne 
der Quadrate der 4 Diagonalen, die durch 
den Körper gehen, und die 4 fache Sumne 
der Quadrate dey 6 Linien, die zwey und 
zwey die 4 Mittelpunkte diefer Diagonalen 
verbinden, gleich der Summe der Quadra- 
te, der 12 Seitenflächen, und der doppel- 
ten Summe der Quadrate der 12 Linien, 
die zu zweyen die Mittelpunkte der jeder 
Seitenfläche gegenüberftehenden Seiten., 
verbinden. 

Man Geht leicht, dafs diefer Satz nur eine Aus- 
dehnung des von Legendre gegebenen ( 285 ) >ß 

092. Bemerkt man, dafs bey allen diefen Sätzen 
nur auf das Quadrat, erhobene Quantitäten Vorkom- 
men, fo Geht man leicht, dafs Ge auf alle' möglichen 
Syfteme anwendbar find , d. h. dafs alles , was -\Vir 
von den Kanten und Diagonalen eines belitbigen 
Hexaeders gefagt haben, allgemein von den .Entfer- 
nungen 8 beliebig im Baume angenommener Punkte 
gelten mufs. Seiten können Diagonalen, Diagonalen 
Seiten werden u. f. w. Solcher Verfetzungen Gnd 2520- 
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möglich, der einzige dreyfsigfte Lehrfatz alfo auf ir- 
gend ein Hexaeder angewandt, giebt 2520 Gleichun- 
gen, die alle verfchieden find. 

In der That kann man auf Polyeder anwenden, 

•was wir von Vierecken gefagt haben. Wir bemerk- 
ten, dafs, wenn die 4 Scheitelpunkte gegeben find, 
man au* den Linien, die fie zu zweyen verbinden, 

3 Vierecke bilden kann, wenn wir diefen Aufdruck 
im allgemeinßen Sinn nehmen. Eben fo- können wir, , 
wenn wir Polyeder im allgemeinßen Sinn nehmen, 

aus n Punkten * ' - ' ' ' •* 

(n — 1) (n — 2). . . t 

2 . _ , 

Polyeder zufammenfetzen (alfo für n — 8* erhält man 
f\ 6 . 5.4. 3. ^ S5Ö0 Polyeder). 

.293. Die 8 gegebenen Scheitelpunkte feyen 
B » C, D, E, F, G, ff . Als Maa&fipb zur Vet> 
gleichung wollen wir z. B. das Hexaeder aunehmen 
(Fig. io8-)» wo ABCD eine Seitenfläche, EFGff, die 
gegenüberßehende Grundfläche, und AE, BF, GC.DH, 
die 4 Kanten find, die die beyden entgegengefetzten 
Grundflächen trennen. Die 4 Diagonalen, die durch - ' 
den Körper gehen, find alfo AG, Mff, ÜE > DF. -•> 
Drücken wir alfo , der Kürze "wegen , (furch 
\AG, | GH die grade Linie aus , die die Mittelpunkte 
von AG, GH verbindet u. f. w. fo kann man den 
dreyfsigßen Lehrfatz fo in Gleichung fetzen : 


\ 
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M\ JD*+ JE 4 - BÜ +' PI*+ Fd + cd 
4 - im + Ef + Efi + Eg + €7r + mc 
+ 'iJJ 4 - All 4 - LTE 4 - JE 4 - BE 4- Wä 
+ Ll* + CH + 'DG + Ej + FH ^ 3 . A G 
4- 3 ETl + j_ CE 4- 3 Dl* 4 - 4 . 

4 - 4 (TiG,.jÜEy + 4 (?ÄG, [Vif 4 - 4. 

. (Tin, itEy+^(jmi \U f)'+^(~üe, ibPf 

Alle correlativen Gleichungen deffelben Syfteme 
erhält man aus diefer Urgleichung, wenn man nur 
nach Erfordernifs, die Buchftaben A, B, C, D, E, F, 
G, II, verwechfelt, ohne etwas an den Zeichen zu 
ändern« 

Ein und dreyfsigfter Lehrfatz. 

P94. In jedem Vieleck, mag es in einer 
Ebene liegen oder nicht, und in jedem 
Polyeder, ift die Summe der Quadrate der 
graden Linien, die zu zweyen die Mittel- 
punkte der Seiten und Diagonalen verbin- 
den, der vierte Theil der Summe der Qua- 
drate diefer Seiten und Diagonalen, multi- 
plicirt mit der Zahl der Scheitelpunkte 
des Polyeders, oder Vieleck*,' wenn- man 
zuvor 2 davon abgezogen hat, 
d. h. wenn 

1 

n ~ Zahl der Scheitelpunkte des Polygons 
oder Polyeders, 

D — Summe der Quadrate fowobl der Seiten 
als der Diagonalen, 

d ~ Summe der Quadrate der Linifen, die 



. N» 

Digitized by Google 


87 


zu zweyen die Mittelpunkte der Seiten 
und Diagonalen verbinden, 
fo hat man immer 

d — \ (n — s) D 

Im Dreyecke z. B, hat man n— 3, alfo d—%D 

Hat man n~ 4, fo wird die Gleichung d — ^D, 
d. h. ein Viereck, ift die Summe der Quadrate der 
15 Linien, die zu zweyen die Mittelpunkte der Sei- 
ten und Diagonalen verbinden, gleich der halben 
Summe der Quadrate diefer Seiten und Diagonalen. 

Die Wahrheit des Satzes folgt leicht aus dem vo- 
rigen (flehe auch 296.). 

295. Man kann diefe Theorie noch allgemeiner 
jpachen, und eine Menge intereifanter Folgen aus ihr 
ziehen. 

Wir wollen ein beliebiges Syftem von Punkten 
A, B, C, D , E u. f. w. annehmen, deren Anzahl 

a", b°, c° follen die Punkte der mittleren Ent» 
* . ’ fernung aller Punkte A, B, C . . .. . 

zu zweyen genommen, feyn: alfo die 
Mittelpunkte der Linien AB, AC y BC, 
u. f. w. 

a ,u , b 0/ , 0"' follen die Punkte der mittleren Ent- 
■ fernung aller Punkte zu dreyen be- 
trachtet feyn , d. h. die Punkte der 
, . mittleren Entfernung der Syfteme 

CA, B, C), CA, B, D), (S, C, D) 

’ u. f. w. 
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a ,n ', b nn , c uu Tollen die Punkte der mittleren 
Entfernung u. f, av. — feyn 
* ••••*••*, 

Endlich fey K der allgemeine Punkt der mittle- 
ren Entfernungen der Punkte A, B, C, D, u. f. w. 
x > x ", x ,n Tollen Entfernungen Avie 
ÄR, Bli, CR . u. f. av. 

, a“R, b“K, c'"]{ . u. f. Av. 

a"'K, b'"R, c ut R . u. f. av bedeuten. 
X, X", X 111 , Entfernungen Avie 
ÄB, 2C, BC 

, a"b", ä iT c n , b"c“ 

y a'»b‘", a'"c'", 6"'c<" u. t av. 

£ bedeute die Summe. 

Man fleht gleich anfangs, dafs, der allgemeine 
Punkt K der mittleren Entfernungen, derfelbe für 
die Punkte a N , b“ ,&• u. f. w. a“> , b'", c'" u. f. 

AV. ift. 

Eben fo leicht überfieht man, dafs, Avenn die Zahl 
der Punkte A, B, C u. f. av. = m ift, die Zahl der 
Linien AB, AC u. f. av. und folglich die Zahl der 

Punkte a", b", c» u. f, w. = ” f ” T 1 ^ feyn muTs, 

fo wie die Zahl der Syfteme von 3 Punkten (A, B, C), 

(A, B, D) u. f. av-, und folglich ihrer Mittelpunkte 
a' u , b ,n , <?'" ... h • 

*_ n ■ (n — i) . 

3 
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Wir haben alfo folgende Formeln (sßo.): 
£X* = n Zx* 

2X" 1 = ( n ~ l ) Zx /iz 

a 

_ n . (n — x) (n — q) 

— 2.3 

_ n.(n— 1) (n— 2) (n — 5) 
2.3.4 
u. f. av. . - ' 


ZX" /Z 

2X ////a 

f ; 


2*"' 2 


CA)- 


oder 


296. Wir haben 

(Vltf + BKj = (^T* + iJpQ + 2 iP'/f 

; ‘ * I 

z±iM % + sZfilt 


Wir Avollen eine ähnliche Gleichung, für alle 
Punkte des Syftems, zu zweyen verglichen annehmen, 

und alle diefe Gleichungen, deren .Zahl. =2 n ‘ — 

A +• 

' ' • . «1 '• 

feyn Avird, addiren, fo ficht man leicht, dafs, Avenn 

jede der Quantitäten Avie AK, BK u. f. av. durch x, 
jede Quantität Avie AB durch X und jede Quantität 
Avie a“K durch x" vor ge ft eilt Avird, die aua obiger 
Summe entfpringende Gleichung 

(n — 0 Zx* =2 |EX 2 + 

T ■ * ■ t 

feyn Avird. 

Eben fo haben Avir ' v v V 

{ÄK+ BK+ CK) = {Ja** + Sa*— Crt“) 

.+ 5 ®WK. 

oder 

= |(JB + ÄC+ BC) + 3^lt 
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Aehnliche Gleichungen follen für alle Punkte des 
Syftems, zu 3en verglichen, ftatt finden, und diefe 


Gleichungen (deren Zahl 


n , (n — 1) (n — e) 


-) wollen 


Wir addiren, fo erhalten wir offenbar die Formel 
(n — i) ( n — 2). 2 X * — n-~ a ^ + 
s 3 

Betrachtet man die 4 Punkte A , B , C, D , fo / 
hat man 

(AK+ BK + C/f+ ütf) — l(ÄB % +Ä C+J 3 
+ JTC + BD + CB) + 4« 7777 /f 

1 

woraus man wie vorhin % 

(ft~i).(ra— g).(/z— 5) v v ,_. (« — a) (n — 3) 

a . 3 , a • 4 

+ 4Z*"" 2 
zieht. 

Wir haben alfo folgende Reihe von Formeln : 

(«— 1 ) E* 2 =| SX 2 + s 2*"* 


(« — 1) (ra — e) 


Ev 2 


EX 2 + 3 2*"« 


(» — 1) (” — 3) (” — 3) ~ 2 ) 

3.3 2 . 4 

EX 2 + 4 Ex"" 2 

( re — t) (re — 2) (n — 5 ) (n — 4 ) __ 

3*3-4 

(n 3) (n 3) (n 4) 4. g ^ <////» 

3-3-5 

n. f. w. u. £. w. ’ V * ■ 

Das Gefetz diefer Formeln ift leicht zu überfehen, 
bis etwa auf den Coefficienten von EX 2 . Um ihn zu 
beftimmen , bildet man eine Reihe Brüche. 


(B) 
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i,3 6 io «5 21 r 

— > — > — > — > — > — U. 1. W. 

2 5 4 5'67 


deren Zähler die Triangularzahlen, und deren Nenner 
die natürlichen Zahlen find. Eben fo bildet man die 
Reihe 

* (n— s) (n—5'1 (n~ a) (n— g) (n— \") 


1, 


• o 


4 


3 

U..£.W. 

und multiplidrt das erfte Glied der obern Reihe mit 
dem erften der untern, das zweyte Glied mit dem 
zweyten u. f. -vv. woraus die Reihe der Cocfixcienten 
von XX 2 entlieht.. . ,j , v 

Wir haben EX 2 — n Ex*, fubftituirt man in den 
vorigen Formeln diefen Werth, fo kommt 

8&"»={(B- t)— -j}Sx* 

M ) Q \ St 2 

l 2 3 * 


4 S.r ////Z — / C"-0 (*-g) ( n ~3) 

X 2.3.4 


«.(/1-1) (»-3) 


} 


s * 2 


u. f. w. 


(C) 


'Durch diefe Formeln und diejenigen, die wir 
( s 89) gefunden haben, hat man offenbar das unmit- 
telbare Verhältnifs aller Quantitäten Ex 2 , EX 2 , Ex //2 , 
XX //2 u. f. w. zu zweyen betrachtet, durch eine 
Gleichung des erften Grades , die nur s Glieder hat. 
Die erfte Formel in (C) ift nichts, als der algebraifch« y 
Ausdruck des ein und dreyfsigften Lehrfatzes (294). 

097. Man erkennt leicht in dem, w?s wir über 
den Funkt der mittleren Entfernungen gefegt haben. 
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die Eigenrehaften des Schwerpunktes in der Mecha- 
nik, und in der Thal find fie identifch. Man lieht 
daraus, dafs diefer Punkt der Geometrie angehört, 
und dafs feine mechanifchen Eigenfchaften bloa aus 
denjenigen hcrgeleitet Averden könnten, die die Geo- 
metrie lehrt. Uebrigeus kennt man fchon lange 
(z. B. durch Guldius Satz) den Vortheil, den die Geo- 
metrie, aus der Betrachtung des SchAverpunkts ziehen 
kann, Vortheile, die man aber nicht auf dem natürli- 
chen Wege erhielt. Es fcheint alfo diefe Weglaifung 
der Lehre vom Punkte der mittleren Entfernungen 
in den Anfangsgründen der Geometrie eine Avahre 
Lücke zu feyn. Die Quellen der Elementargeome- 
trie, die doch die geAvöhnlichfte ift, AVürden dadurch 
weit ergiebiger Averden, und man könnte viele, für 
die AnAvendung fehr nützliche Sätze, zu denen fonft 
diefe Geometrie nur mit Mühe gelangt, einfach und 
leicht beAveifen. 

298. Vielleicht Tollte die Geometrie nicht einmal 
da flehen bleiben, fondern auch die BeAvegungen Um- 
fallen, die nicht von der Avechfelfeitigen Wirkung und 
Gegemvirkung der Körper entliehen : denn Mechanik 
ifl eigentlich nicht die Wiffenfchaft der BeAvegungen, 
fondern die WüTenfchaft der Mittheilung der Be- 
Avegung. Der Begriff der Bewegung ifl eben fo ein- 
fach Avie der Begriff der Dimenüonen, und vielleicht 
find beyde unzertrennlich. Schon die erffen Begriffe 
der Geometrie lehren die Linie als den Weg eines 
nch bewegenden Punktes betrachten, und diefer 
Begriff ftimmt mit der materiellen Operation überein, 
wenn man eine Linie mit der Feder zieht. Eben fo 
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wird hier gelehrt die Flüche als aus der Bewe- 
gung einer Linie, den Körper als aus Bewegung 
einer Fläche entfianden, zu betrachten. Warum foll- 
ten wir nicht weiter gehen, und betrachten, was aus 
der Bewegung eines Körpers im Raume entlieht? ' 
Nicht diefe Bewegung, an und für fich betrachtet, 
macht den Gegenltand der Mechanik aus, fondern fie 
betrachtet die Wirkung der Modifikationen , die fie 
durch den Stofs anderer Köuper, die in ihrer Bahn 
liegen, erleidet. 

Zwey Körper können iin Bezug auf einander, 
auf 3 verfchiedene Arten geduscht werden; fie können 
ganz von einander getrennt, und ohne irgend einen 
Zufannnenhang feyn; oder fie können auf einander 
durch Stofs, Druck oder Zu g wirken; oder endlich 
fie können fich in blofser Berührung oder Nebenein- 
andeiftellung befinden, ohne auf einander zu wirken. 

Der erfte Zuftand gehört, ausfchliefslich der Geo- 
metrie an, der zweyte der 1 Mechanik, der dritte ilt 
gleichfam ein Mittelzuftand, d en man wie den Ueber- 
gang aus der einen Wifl'enfc haft in die andere be- 
trachten kann , oder wenn man will , wie eine 
Ausdehnung der erften, die der zweyten als Einlei- 
tung dient. 

Wir wollen uns ein Syfi em von Körpern vorßel- 
len, die mehrere Berührungspunkte haben , - aber lo, 
dafs kein Körper auf den an idem wirkt. Hier wirft 
fich die Frage auf: welchen . Bedingungen mul’s diefs 
Syllem bey feiner Bewegung unterworfen feyn, damit 
die Körper, aus denen es b< ‘lieht, in Berührung blei- 
ben , ohne doch den gerin gften wechfelfeiügen Ein* 
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fiufs zu erlangen , ohne fich in ihren refpektiven Be- 
wegungen zu hindern und ohne fich zu trennen? Es 
verlieht fich, dafs diefe Ncbeneinanderltellung immer 
ohne Druck und Aufhofen der Stetigkeit flatt finde. 
Eine folcbe Aufgabe ift g;inz unabhängig von den Ge- 
fetzen der Mittheilung der Bewegung , indem ja hier 
nach der Annahme keine Bewegung mitgetheilt oder 
geftört ift, man kann vielmehr diefe Bewegungen geo- 
metrifche Bewegungen nennen, deren Betrachtung 
nicht der Mechanik, fondern der Geometrie gehört, 
und deren Darltellung eigentlich nie ii^ der letzten 
Wilfenfchaft fehlen füllte. Die Eigenfcbaften diefer 
Bewegung, wie ich fchon fonft bemerkt habe, find 
ganz in dem Grundfatz begriffen, dafs , wenn eine fol- 
the Bewegung bey einem Syftem von Röqiern ftatt 
findet, die entgegengefeitzte Bewegung in jedem Au- - 
genblicke möglich ift, ' welches bey einer nicht- geo- 
metrifchen Bewegung nicht ftatt findet. Zwey fich 
berührende Kugeln, z. B. die fich geometrifch bewe- 
gen, d. h. ohne aufzuhören in Berührung zu feyn, 
find fobefch affen, dafs lie in jedem Augenblick ihre 
Gefch windigkeiten annehmen können, die dem lie be- 
lebenden Diametral entgegengefetzt find. Das würde 
nicht ftatt finden , wenn ihre Bewegungen keine geo- 
metrifche wären, d. h. wenn diefe Gefchwindigkei- 
ten ihre Entfernung bewirkten, weil dann, um die 
entgegengefetzte Bewegung zu nehmen, beyde Körper 
fich durchdringen müfsten. 

Wäre die Theorie diefer geometrifchen Bewegun- 
gen ergründet, fo würden die Mechanik und, Hydrau- 
lik unendlich vereinfacht werden. Man würde lie 

; 

\ * ■ - 

\ . 

> . 


ganz auf die Entwickelung des allgemeinen Grund* 
fatzes der Mittbeilung der Bewegungen zurückbrin- 
gen. Die analytifclien Schwierigkeiten, auf die man 
in der WUTenfchaft des Gleichgewichts und der Be- 
wegung ftöfst, rühren vorzüglich daher, dafs die 
Theorie der geonietrifchen Bewegungen noch nicht 
vollendet ift, eine Theorie, die alfo alle Aufmerk- 
famkeit der Geometer verdient. 

Zwey und dreyfsigfter Lehrfatz, 

299. Wenn man aus einem im Raum an- 
genommenen Punkte grade Linien zieht; 
wovon jtede einer andern Seite eines be- 
liebigem Vielecks gleich und parallel ift, 
und zwar fo, dafs diefe Linien auch im 
Sinn des Ümfangs gezogen fi^id, und wenn 
man aus irgend einem andern im Raume 
angenommenen Punkte ein Perpendikel auf 
jede diefer Linien, oder Radien, fenkt, fo 
wird die Summe der Produkte eines jeden 

4 

Perpendikels mit dem Segmente des Radius 
— o, wenn man die Segmente, die nicht auf 
die Radien felbft, zu denen fie gehören, 
fondern auf ihre V er 1 ängerungen fallen, 
in in verfem Sinn nimmt. 

Es fey (Fig. 106.) F der Punkt im Raume; TTä, 
.FS, FC, di» Radien, die . von diefem Punkte ausge- 
hen, die refpektive den Seiten eines gegebenen Viel 
ecks parallel und gleich , auch in demfelben Sinn ge- 
zogen find. Aus dem Punkte K find die Perpendikel 
Tia f Üb, Kc, auf diefe verfchiedenen Radien gelenkt. 



9 6 ' ^ . 

eben fo aus den Punkten A, B, C, die Perpendikel 
AÄ' , BB' , ÜC' auf FE. Die ähnlichen Dreyecke 
AFA', KFa geben 

FÄ : FE =*F 7 l' : Fa 

alfo 

FÄ . Fä — FE . FA' 

aus demfelben Grunde hat man 

FB . FÜ = FR . Fß‘ 

FC .Fl = FR. FD 

U. f. AV. 

Addirt man diefe Gleichungen, fo kommt 

FA. Fa -f FB . Fb -{- u. f. av. = FR (FA' -j- Fä' 

+ u. f. AV.) 

Da nun aber . L 

FjF — FÄ.cof AFK . 

FB' — FB . cof BFR ' 1 . 

U. f. AV- > 

fo hat man (255) 

FÄ' + FB' + FC' - « 

, Es ift alfo ,auch 

tA . Fa -f- FB . Bb -}- BC . Fc -f- • • • — o 
Wenn man diejenigen Segmente Fb u. f. av. ne- 
gativ nimmt, die Avie Fb, Fc, ltnmpfen Winkeln ent» 
fprechen, oder die nicht auf den Radien felbft, fon- 
dern auf ihren Verlängerungen im entgegengefetzten 
Sinne befindlich find av. n. e. av. 

Man Geht leicht die Analogie diefes Satzes , mit 
der Theorie der virtuellen GefchAvindigkeiten in der 
Mechanik, indem man yerfchiedene Kräfte, die einen 
Punkt in verfchiedenem Sinn ziehen, immer durch 
die Seiten eines Vielecks vorftellen kann, fu dafis 

FA, 
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FH, Fß, FC, FD u. f. w. die Kräfte vorftellen kön- 
nen, die fich im Gleichgewicht um den Punkt F hal- 
ten. Stellt man fich nun vor, dafs F fich bewege, 
und dafs feine Schnelligkeit, fowohl in Hinficht der 
Gröfse als der Richtung , durch FH dargeftellt werde, 
fo werden die Linien Fl, Fl, Fc u. f. w. diefe Ge- 
fchwindigkeit in der Richtung der verfcbiedenen 
Kräfte FH, FJB u. f. w. vorftellen. 

Die vorher gefundene Gleichung lehrt uns^alfo, 
dafs die Summe der Produkte einer jeden der Kräfte, 
die im Gleichgewicht ufti den Punkt F find, mit der 
Gefchwindigkeit diefes Punktes, in der Richtung die- 
fer Kraft gemeffen, multiplicirt, — o ift. Das ft denn 
null in der That der allgemeine Grundfata des Gleich- 
gewichts. 

Ich nehme an, dafs alle Kräfte um einen Punkt 
verfammelt feyen. Gäbe es mehrere folche Punkte, 
wie z. B. in einer Mafchine, die aus Seilen zufammen- 
gefetzt ift, fo könnte man auf jeden daffelbe Raifonne- 
roent anwenden. Da die Spannungen der Stricke, die 
diefe Punkte in zweyen verbinden, für jeden Knoten 
diefelben find, fo wie die Gefchwindigkeit der Enden, 
in der Richtung des Stricks genommen, fo kommen diefe 
Spannungen nicht in die Rechnung, und der Grund- 
fatz ift allgemein für jede aus Stricken zufammenge- 
fetzte Mafchine wahr, d. h. für jede Mafchine, iveil 
jede auf eine aus Stricken zufammengefetzte zurück- 
gebracht werden kann. Ich gab von diefem Grund- 
fatz einen vollftändigen Beweis in meinem 

ElTai für les machines en general, 1783- 

(Umgearbeitet unter dem Titel: Principes fonda- 

ll. G 


Digitized by Google 



mentaux de l’equilibre et ilu mouvement, Paris i 8°3 
8- erfchienen.) 

Sind die Linien F/l, FE u. f. \v. in einer Ebene, 
oder ftellen fie die Projectionen eines Syßems von 
Kräften, däs um den Punkt F im Gleichgewicht iß, 
auf derfelben Ebene vor, fo lindet man, wenn man 
die andern Seiten des vorhin betrachteten Dreyecks 
vergleicht, 

FÄ.Ifo + FE.Kb + FC.fc + ..,z= o 
wobey man diejenigen von den Kräften FA u. f. w. 
die lieh im entgegengefetzten Sinne um den Punkt F zu 
flrehen fachen, als invers betrachtet. Dies ift denn be- 
kanntlich der Grundfatz in der Theorie der Momente. 

Wenn ein Körper von einem beftimmten Punkt 
ausgeht, und lieh eine Zeit t hindurch, in einer gege- 
benen Richtung gleichförmig mit der Gefchwindigkeit 
v bewegt , dann diefelbe Zeit t hindurch mit der Ge- 
fchwindigkeit v in einer andern Richtung , indem er 
von dem Punkt, wo er angekommen war, ausgeht, 
u. f. w. fö kommt er, nach allen diefen partiellen Be- 
wegungen, auf denfelben Punkt, auf den er gekom- 
men wäre, wenn er lieh während derfelben Zeit t, 
mit einer aus allen partiellen Gefchwindigkeiten zu- 
fammengefetzten Gefchwindigkeit bewegt hätte, d. h. 
diefe zufammengefetzte iß die letzte Seite des Vielecks, 
«las die andern Gefchwindigkeiten bildeten. Man 
ßeht daraus, wie wichtig die Theorie der Vielecke 
für die Mechanik iß. 


Drey und dreyfsigfter Lehrfatz. v 

300. Wenn man durch einen Punkt im 
Baume mehrere Vielecke'zieht, von denen 
jedes der Seitenfläche eines Polyeder» 
gleich, und parallel ift, auch nach derfel- 
ben Seite gewandt, fo ift die Summe der 
Produkte diefer Vielecke mit den Perpen- 
dikeln, die man aus irgend einem Punkte 
im Raume auf fie fällt, — o, wenn man die 
Perpendikel negativ nimmt, die auf die 
verkehrte S eite d i efe r V i elecke fallen. 

Um den Beweis zu führen, wollen wir anneh- 
meu, dafs man aus irgend einem Punkte m im In- 
nern des Vielecks, eine Linie nach jedem der körper- 
lichen Winkel ziehe, fo wird das Polyeder in fo viele 
Pyramiden zerlegt feyn, als es Seitenflächen hat. Alle 
diefe Pyramiden haben ihren Scheitel in m, und der 

körperliche Inhalt des Polyeders wird gleich feyn 

\ 

einem Dritiheil der Summe diefer Seitenflächen, wenn 
jede mit dem auf fie ans m gezogenen Perpendikel 
multiplicii t wird. Eben fo verfährt man au* einem 
neuen Punkte m', und erhält Avieder eine Summe = 0. 
Zieht man beyde von einander ab, fo ift die dreyfaclie 
Differenz auch = 0. 

Stellt man fich nun vor, dafs diefs Urfyftem durch 
irgend eine Bewegung der Punkte m und m ' fich än- 
dere, fo bleiben die Perpendikel in Hinficht auf das 
Urfyftem direkt, fo lange m, m t , nicht aus dem in- 
nern des Vielecks herauskommen; fo wie diefs aber 
gcfchieht, find die 'Perpendikel, die auf die äufeem 
Seiten der Seitenflächen fallen, durch o gegangen und 

G a 
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invers geworden , die 3fache Differenz iß alfo auch 
3= o, wenn die Punkte m, m' außerhalb des Polye- 
ders liegen, wenn man nur die Perpendikel auf die 
äufsern Seiten negativ nimmt. 

Mit leichter Mühe lieht man, dafs die Differenz 
immer — o bleibt, wenn man die Seitenflächen fich 
felblt parallel bewegt; fie wird alfo auch — o fejn, 
wenn man fich alle Seitenflächen durch einen Punkt 
gezogen denkt, es verfteht fich, dafs jede Seitenfläcie 
auch hier nach ihrer anfänglichen Lage parallel ftyn 
mufs. 

Stellen wir uns nun vor, dafs der Punkt m ' in 
den Punkt fällt, durch den alle Vielecke gezogen fiid, 
fo werden alle aus mf gezogene Perpendikel — o, alfo 
auch die Summe der Produkte, die fich auf den 
Punkt m' beziehen, alfo auch die Summe der Produkte, 
die fich auf m beziehen, weil diefe immer der erftem 
gleich iß. 

301. Da die Projection jedes gefchloflenen Viel- 
ecks auf eine beliebige Ebene wieder ein gefchloffe- 
nes Vieleck ift, fo ift alles, was wir von einem fol- 
chen Vielecke bewiefen haben, auch auf feine Projec- 
tionen anwendbar. So kann man, wenn das Syftem 
auf 3 rechtwinklichte Ebenen bezogen wird , von je- 
dem der Vielecke, welche die 3 Projectionen des be- 
trachteten Vielecks bilden, alles das bd weifen , was 
man vom Vielecke felbft bewies. 

Erklärungen. 

302. ABCDEF (Fig. 109.) fey irgend 
ein Vieleck, ich werde einen jeden Winkel • 
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wie BAF z. B. dem T heile BCDEF des 
Vielecks gegen üb erßeliend nennen, eben 
To ßeht der* Winkel ABC dem Theile CDEFA 
des Vieleck* gegen über. 

Zieht man die Diagonalen BF , JFC, fo 
behaupte ich auch, dafs die Winkel BAF, 

ABC , refpective den Diagonalen BF, /. iC 
g^geniiberftehcn. 

Eben fo heifst der Winkel CAf dem 

Theile CDEF des Vielecks und de/ Diäjfcö- 

nale CF gegenüber flehend, der Winkel cAE ■ 

dem Theile CJDE des Vielecks und d'-i* 

Diagonale CE gegenüberltehend u. f. w. 
f (. _ 

Zieht man aus den Punkten C, D, nach einem 

andern Winkel des Vielecks F die Diagonalen EP, 

DF, fo heifst der Winkel CFD nach der vorigen Er- 
klärung, fowohl der Seite CD, als dem Winkel CAD 
«ntgegengefetzt. So find jeder Seite des Vielecks 
fo viel Winkel entgegengefetzt, als es Seiten im Vieleck 
giebt weniger zwey» t • 

Iß das Vieleck fähig in dem Kreis befchrieben zu 
Werden, fo ficht man leicht, dats 'alle Winkel, die der- 
felben Seite gegenüberfiehen, wie cAd, CFD, einan- 

j \ \ 

der gleich find, man kann alfo unter dem der Seite 
CD entgegengefetzten Winkel , irgend einen der lieh , 

auf CD ßützenden Winkel verßehen, der feinen 
► Scheitel in einem Punkte des Bogens CßAFE hat. 

Daraus folgt , 

> In jedem Vieleck, das in einem Kreffe be- 

* ' •{ 

fchrieben werden kann, find alle Win- 
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kel, die derfelben Seite gegcnüberfte- 
hen, gleich. 

Jfetzt können wir auch folgenden Satz aufftellen, 

♦ 

der eine Ausdehnung des Gmndfatzes der Proportio- 
nalität der Seiten eines Dreyecks mit dem Sinus der 
gegenüberftehenden Winkel ift. 


Vier und dreyfsigfter Lehrfatz. 


303. In jedem Vieleck, das in einem 
Cirkel befchrieben werden kann, verhalten 
fich die Seiten wie die Sinus der gegen- 
überftehenden Winkel d. h. wir haben z. B. ■, 
CD : EF — fin CAD : fia ECF 
In der That ift der Radius de» Cirkels = T\, 

(l2l) __ 

finCAD = — 


alfo 


ßn ECF — 


EF 

sR 



CD : EF = ßn CÄD : ßn EÖF w. z. b. w. 

304. Soll ein Vieleck in dem Cirkel befchrieben 
werden können, fo mufs durchaus ein gewifles Ver- 
bältnifs zwifchen feinen Winkeln beftehen. So z. B. 
im Viereck find dann die gegenüberftehenden Winkel 
Supplemente. 

Die Seitenzahl des eingefebriebenen Vielecks fey 
anfangs 6, es fey ABCDEF (Fig. 10g). Ich ziehe 
die Diagonale JTE. Im Viereck BAFE find die ent- 
gegengefetzten Winkel Supplemente, alfo 
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BÄF + BEF = EpA + EBA 
eben fo giebt das Viereck BCDE 
- BÖD + BED = EDC + EpC 

Addirt man (liefe beyden Gleichungen und be- 
merkt, dafs 

ApE + EpC = ABC 

BEF + BED — FED 

fo hat man 

BJb + BCD + FED = EpA + EOF * 

+ aPc , . 

Eben fo kann man beym ßeck, loeck u. f. w. 
verfahren, wir haben alfo folgenden Lehrfatz. 

Fünf und dreylsigfier Lehrfatz. 

In jedem Vieleck, das eine gerade An- 
zahl von Seiten hat, und im K r,& i f e einge- 
fchrieben werden ka iin , ift, wenn man die 
Winkel x, s, 3, 4, 5 u. f. w. bezeichnet, die 
Summe aller ungeraden gleich der Summe 
aller geraden. 

Ift die Seitenzahl ungerade, fo kann man den 
Scheitel des einen Winkels als eine unendlich kleine 
Sehne betrachten, fo erhalt das Vieleck (wenn mab 
cliefe unendlich kleine Seite mit zählt) eine gerade 
Seitenzahl, und man kann den Lehrfatz anwenden. 

Es fey ,Z. B. (Fig. no.) ABCDE ein eingefchriebe- 
nes Fünfeck, wir wollen durch einen Winkel D 
eine Tangente mDn ziehen, wo man den Punkt D 
als die unendlich kleine 6te Seite betrachten kann. 
Wir haben alfo 

A C -f* EDm zzz B -f- D Cpn 
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Ziehen wir nun den Radius KI) , und neunen 
den rechten Winkel s= *• fo haben wir 
EDm — *■-{- EDK 
CDn = * + CDK 
alfo fubliituirt 

A + C + EDK = B + E + CDK 

Betrachtet man alfo die Theile des Winkels D 

A A 

nemlich CDK, EDK als Winkel des Vielecks, fo kann 
man den Lehrfatz auch auf Vielecke von ungerader 
Seitenzahl ausdehnen. 

Sechs und dreyfsigfter Lehrfatz. 

305. Es'follen 3 Kreife in einer Ebene 
gezogen feyn, die ich durch 1, 2, 3 unter- 
scheiden will, die beyden erften follen 
fich in den Punkten a, a) , fchnßiden, die 
erfte die 3 te in den Punkten b, b und end- 
lich die ate die 3 te in den Punkten c, c 
dann, behaupte ich, werden die 3 Linien 
an', bb ', cc‘, fich in einem Punkte fchnei- 
d en. 

aAb (Fig. 111.) foll der Kreis 1 feyn, aBc der 
zweyte, bCc der dritte. Jeden diefer Kreife wollen 
wir als den Schnitt einer Kugel anfehen, die ihren 
Mittelpunkt in der vorgegebnen Ebene hat, dann wird 
aa* den gemein fchaftlichen Durchschnitt der Kugel- 
flächen 1, 2 auf diefer Ebene vorftellen , bb 1 eben das 
bey 1 und 3, cc' eben das bey 2 und 3. Der Punkt 
alfo, der den gemeinfchaftlichen Durchfchnitt der 
3 Kugelflächen vorftellt, ift zu gleicher Zeit in jeder 
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diefer, 3 Linien, alfo fchneiden fieh (liefe Linien in 
einem Punkte. 

Man kann auch diefen Satz directe , ohne Kugeln 
zu Hülfe zu nehmen, beweifen , indeflen fchien es mir 
fo einfacher. Alfo 

Wenn 2 Kreife AFBG, ACBD (Fig. ns.) 
in derfelben Ebene gezogen fich in den 
Punkten A, B fchneiden, und man die 
Linie AB zieht, dann durch einen Punkt 
K, der willkiihrlich auf diefer Linie ge- 
nommen ift, zwey Sehnen FG, CD 
zieht, eine an den Kreis AFBG, die an- 
dere an den Kreis ACBD, io find die 
Punkte F, G, C, D in einem Kreife. 

Sieben und dreyfsigßer Lehrfatz. 

306. In jedem Vielecke ABCDE (Fig. 151 .), 
mag es in einer Ebene liegen oder nicht, 
wenn man aus irgend einem Punkte im 
Ilaume K, an alle feine Winkel Linien KA, 
KB, KC u. f. w. z i e h t , hat man 

A 3 . AR cofBAK + BC . BR cofCBK 
+ CD . CR co/DCK ,+ .... 

= AB . BR cof AM 4* 31 ] . CR cof BCK 
+ CD . DK cofCDK +..... 

Die bekannten Eigenfchaften der Dreyecke geben 

AR'- Ab + bk- z A3 . BR. cof abK 
' — BR= — Aif— ÄR'+ 2 AB. AR. cofBAK 

BRfzSc + CR'—s BC. CR. cof BCK 
— CK — — BC— BR'+ 2 BC. BK, cofCBK 
u. f. w. 

• : ‘ 
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Addirt nnd reducirt man , fo erfcheint die zu be- 
reifende Formel. 

Wir wollen zu jedem der zwey Glieder diefer 
Gleichung das zweyte addiren, fo verwandelt fich die 
Formel in 

AS {AK. cöJ BAK + Blicof ABfxf -f- BC {WR cof. 

CBK + CKcof BCK -f | -f ... u. f. w. 

= e AB. AR cof BAK + a BC. BR cof CBK + o,CD . 
CR.cof'üÖK- f-.... 

Die Theile aber des erften Gliedes verwandeln 
Geh in AB, BC, CD u. f. w. (251) alfo wird die 
Formel 

AB A BC\ CD-\-...~2AB.AR cofBAK+ zBC. . 

SR cof CBK + 

Nimmt man die Seitenzahl unendlich an, fo wird 
das Vieleck eine Curve, AB , SC u. f. w. deren Ele- 
mente, AR, BK u. f. w. radii vectores, und BAK, 
CBK, Winkel, die die radii vectores mit den Tan- 
genten machen. Die Quadrate als Grölsen der zwey- 
ten Ordnung verfch winden, und das erfte Glied wird 
alfo = o. So intereffante Ilefultate aus diefer Unter- 
fuchung auch hervorgehen, mufs ich fie doch jetzt 
befeitigen, da fie dem Gegenftand, den ich jetzt be- 
handle , fremdartig find. 

Wir wollen unter Syftem auf 3 rechtwinklichte 
Axen beziehen. Wir wollen alfo aus jedem Winkel 
A, B, C u. f. w. und aus K Perpendikel auf diefe 
Axen Cenken. Die Perpendikel auf die eine Axe 

y 

Tollen ' a, b, c, d ..... h 

die auf die andere a‘, b‘, c\ d‘ . . . h* 


Digitized by Gopgle 
*_ • • 


. — 107 V - 

die auf die dritte a", b 44 , c 44 , d" . . . k' 4 
heifsen, Co haben Avir bekanntlich 

AB . ÄKcof BÄK — afj. a‘b‘ . a 4 k‘ + a"b‘ 4 . 

a"k‘ 4 

—AB . BKcof ABK ~ — RR .RR — FF . FF — 

a /4 b 4t . h 44 k' 4 

BC. BKcof CBK—RRM + FF.FF + FF 7 . 

bÄB 4 


U. f. AV. - 

Addirt man alle diefe Gleichungen und bemerkt, 
dafs, nach dem vorigen Satz, das erlte Glied — o wird, 
fo hat man 

ab (ah — RR) + a 'b 4 ( a 4 k 4 — b'k 4 ) — a 44 b 44 ( a' 4 h 44 — 

6"Ä 77 ) f 

+ TZ (RR— RR) + Pc 7 (PF — PF; + FF" (F'F' — 
F'F'H =0. 

Eine merkAviirdige Formel, die jedem Vieleck gehört, 
und ein leichtes Mittel bietet es in Gleichung zu fetzen, 
um nach den Methoden der analytifchen Geometrie 
behandelt zu Averden. Uebrigens ift diefer Satz nur 
ein befonderer Fall eines andern Aveit allgemeinem, 
den ich fonft avo entAvickeln, und hier nur ausfpre- 
chen Averde. 

. Stellt man fich im Baume ein Syftem von 

Punkten vor, die ich durch 1, 2, 3 u< £ 
t \ 

av. bezeichne, und die ihre refpectiven 

Stellungen, vermitteln einer ,Umfor- 
mung durch unmerkliche Grade ver- 
ändern, doch fo, dafs 1 von e, o von 3, 
.... der letzte vom erften immer gleich 
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weit entfernt bleibe, und projicirt 
man diefe Entfernungen, oder das all- 
gemeine Sy ft em, auf einer beliebigen 
Ebene; fo ift nach Verlauf einer unend- 
lich kurzen Zeit, die Summe diefer 
Projectioncn, wenn man jede durch 
die Summe der Perpendikel mult'ipli- 
cirt, die von den beyden Endpunkten 
der neuen Richtung auf die erfte ge- 
fenkt werden, — o, wobey man die 
Perpendikel pofitiv nimmt, die auf die 
iitnern Flächen der Seiten des Viel- 
ecks fallen, das durch die Projectioncn 
entftand, negativ, die auf die äufsere 
Seite fallenden. 
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Fünfter Abfchnitt. 

Anwendung der vorigen Theorie auf verfchiedene Unter- * 
fuchungen der Elementargeometrie. 

/ 

307- M an kdnn, um eine Aufgabe zu löfen, 

4 Methoden wählen, die fynthetifche, die 
tr i gon o m e tri fch e, die der analy tilchefi 
Geometrie und die vermifchte. 

1 ) Die fynthetifche Methode fucht ohne Hülfe cjer 
Analyfe, aus den bekannten Eigenfchaften der vor- 
gegebenen Figur, die palfendße Conßruction, um 
den aufgeßelltcn Bedingungen Genüge zu leißen. 
Wegen der Unvollkommenheit der Inßrumente 
kann diefe Methode nicht die Genauigkeit der 
Rechnung erreichen, aber für manche Künße, z. 
B. die Baukunß, iß fie die niitzlichße, weil fie 
die fchnellße iß. Sic hat auch noch den Vortheii 
dem Auge des Geißes nur wirkliche Gegenfiände 
zu mahlen, und bietet dem Scharffinn der Geo- 
meter manche nützliche und angenehme Uebung 
dar. Sind die Theile der zu betrachtenden Figur 
in verfchiedenen Ebenen, - fo nennt man lie be- 
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Ichreibende Geometrie-, und behandelt fie durch 
Projectionen auf 3 rechtwinklichte Ebenen, nach 
allgemeinen Grundfätzen. Jeder weifs, Arieviel 
diefe Methode Monge’n verdankt. 

2) Die trigonometrifche Methode befteht in der Bil- 
dung einer ununterbrochenen Kette von Drey- 
ecken, zAvifclien den gegebenen und unbekann- 
ten Theilen der Figur, und durch den Uebergang 
von dem einen zu den andern vermittelft der ana- 
lytifclien Formeln der Trigonometrie. 

3) Die analytifche Methode behandelt die Aufga- 
ben, blos durch die Mittel, Avelche die Analyfis 
bietet, indem fie nur das, Avas zum Ausdruck der 
Bedingungen jeder Aufgabe durchaus nöthig ift, 
aus der Geometrie nimmt. Sie bezieht Curven, 
ganze Syfterae von Linien u. f. av. auf recht- 
Avinklichte Coordinaten , indem fie nach der Be- 
fchafienheit der Aufgabe die Abftände von 3 recht- 
Avinklichten Ebenen, oder 2 rechtAvinklichten 
Axen braucht. Man fieht leicht, dafs, da alles 
auf Linien zurückgeführt ift, die Winkel der 
Figur hur mittelbar durch die geniometrifchen 
Functionen ausgedrückt Averden können. 

BeAVunderns würdig durch ihr einfaches gleich- 
förmiges Verfahren durch die Allgemeinheit, die 
fie ihren Unterfuchungen giebt, ragt die analyti- 
fche Geometrie Aveit über die andern Methoden 
hervor. Es laffen fich freylich Fälle denken, avo 
ihre flefultate verwickelter l'clieinen, als die, die 
man durch die Elementargeometrie erhält. Z. B. 
wenn man in einem SyfteAr n Linien und n — 1 
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unaftiängige Winkel kennt und die andern Win- 
kel fucht, aber man mufs lieh auch erinnern, dafs 
der Lehrfatz, daTs in jedem Dreyecke die Summe 
der Winkel a Rechte macht, beynahe allen Sätzen, 
die fie von der Geometrie borgt, zum Grunde liegt, 
und dafs man alfo, "wenn man ihn nicht gleich 
anwendete, fondern die Auflöfung durch Coordi- 
naten fuchte, im Kreife wieder zu dem Punkte, 
von dem man ausging, zurückkommt. 

4) Die vermifchte Methode wählt aus den Mitteln, 
die allen andern zu Gebrauch ItehcnJ diejenigen 
aus , durch die man am leichteften das vorge- 
fteckte Ziel erreicht, wodurch fie freylich der Ein- 
förmigkeit ihre* Verfahrungsarten fchadet. Dage- 
gen zieht fie ans den fchon bekannten Eigenfchaf- 
ten der Figuren, mancherley Mittel , die Unterfu- 
chung zu vereinfachen, und giebt mitunter ele- 
gante Auflöfungen. Bis jetzt ift fie am meiften 
gebraucht, und Newtons , Bofluts und Hopitals 
< Werke bieten eine Menge von Beyfpielen dar. 
Auch ich Averde fie hier befolgen, da fie am mel- 
lten geeignet ift, in befondern Fällen die Anwen- 
dung der vurher gefundenen Eigenfchaften und der 
Theorie über die Correlation der Figuren zu zei- 
gen. Mehrere Beyfpiele, die ich geben Averde, 
find aus bekannten Werken gezogen, aber auf 
meine Manier aufgelöft, andere find, .wie ich 
glaube, noch nicht behandelt. Uebrigens ift meine 
Abficht ganz und gar nicht, eine vollftändige Ab- 
handlung über die AnAvendung der Algebra auf 
die Geometrie zu fchreiben. 



3 Q 8 . Mehrere grofse Geometer haben *die voll- 
fiändige Abhandlung des Vierecks und felbft des Viel- 
ecks überhaupt gefucht. Da aber die- nothwendigen 

Formeln beynahe unzählbar werden,, fo wie die Zahl 

\ 

der Seiten über 4 geht, fo habe ich dem hier abzu- 
helfen gefucht, indem ich Tafeln für alle Theile des 
Vielecks bilde (fo wie die im 3ten Abfchnitt für das 
Dreyeck), Eine folche Tafel giebt doch immer durch 
hlofse algebraifche Umformungen, alle Formeln, deren 
man in jedem befondern Falle bedarf. 

Man kann diefe Methode der Tafeln auf Vielecke, 
die nicht in einer tbene liegen, und felbft auf Polye- 
der erftrecken. Diefer Abfchnitt enthält die An- 
deutung der Auflöfung aller nöthigen Aufgaben, um 
diefen Zweck zu erfüllen, wodurch man nach den 
vorher gegebenen Erklärungen die Mittel erhalte, alle 
Aufgaben, zu denen die Analyfis ohne Differential- 
rechnung gelangen} kann, auf fchou aufgelöße, in Tafel- 
form aufgeßellte zurückzubringen. 


Sechs und zwanzigste Aufgabe.' 

309. Ein rechtwinkliebtes Dreyeck ABC 
(Fig. 113.) ift gegeben, man foll zwifchen 
den Cathcten .//£?, AC, eine Linie FG von 
gegebner Gröfse ziehen, die von der Hypo- 
thenufe in m in zwey gleiche Theile ge- 
t heilt wird. 

Ich nehme die Linie Am als Unbekannte — x; 
die gegebene FG fey —b. 

Wenn wir aus dem Punkte m mit dem Halbmef- 
fer mF einen Kreis befchreiben, fo wird diefer Kreis 

auch 

• i , 

' ’l ■ •" 
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auch durch den Punkt G gehen, da nach der An- 
nahme mF — mG, und weil der Winkel FAG~ K 

wird er auch durch A gehen, alfo Am~ mF — %b 

> 

oder * 

x = j b 

was zu finden war. 

Ware folgende Aufgabe zu behandeln: 

Wenn das r e c h t winkl ich te Dreyeck 
ABC gegeben ifi zwilchen den verlän- 
gerten Catheten eine Linie FG‘ zu zie- , 
hen, von gegebener Gröfse, uad die 
.von der verlängerten Hypothenufe in 
m't. in e gleiche Tli eileget heilt werde; 
fo würde man eben wie vorhin Am ^ b finden, d. 
h. der Punkt m' wäre der zweyte •'Durchfcbnitts- 
pnnkt der Hypothenufe, mit dem vorher befcliriebe- 
nen fi reife. 

Alfo geben die Punkte m , m' , die Auflöfungen 
diefer allgemeinen Aufgabe, die die vorigen als partielle 
Aufgaben umfafst. 

Wenn ein recht winklichtes Dreyeck 
gegeben ili, zwifchen den Richtungen 
der Catheten eine Linie von gegebe- 
ner Gröfse zn ziehen, die durch die 
Richtung der Hypothenufe ins gleiche 
T h e i 1 e getheilt werde. 

Da die allgemeine Aufgabe zwey Auflöfungen hat, 
fo mnfs fie natürlich auf eine Gleichung vom 2 ten 
Grade führen. Da wir indeüen eine Unbekannte an- 
nahmen, die in beyden Fällen diefelbe bleibt, fo ka- 
men wir nur auf eine Gleichung vom xften Grade, 

II. _ H 


Digitized by Google 



• i • ’ - 

u4 ■ • , 

Man fieht daraus, wie vortlieilhaft es fey, Unbekannte 
zu wählen, die bey allen oder doch den meifien Auf- 
löfungen diefelben bleiben. Hätte man z. B. B7n 
genommen, fo würde man dipfes Vortlicils verluftig 
gegangen feyn. Die Gleichung wäre auf den zweyten 
Grad gediegen, und hätte zwey pofitive Wurzeln 
Bm, Bin 1 gehabt. 

Hätte man AF genommen, fo wäre die Glei- 
chung ebenfalls auf den eten Grad geftiegen, eine 
Wurzel Wäre pofitiv, die andere negativ gewefen, die 
eine hätte F, und die andere im entgegengefetzten 
Sinn getragen, F‘ gegeben. Daraus folgt aber nicht, 
dals AF‘ eine negative Quantität fey , fie gehört nur 
zu denen , die ich inverfe genannt habe. 

Diefe andere im enlgegengefetzteu Sinn getragene 
Wurzel, kann nicht als eine zweyte Auflöfung des 
partiellen in Gleichung gefetzten Problems betrachtet 
werden, fie ift vielmehr die Auflöfung des andern par- 
tiellen Problems , das nicht in Gleichung gefetzt 
ift, fie zeigt blos dies letzte, dem erfteren ana- 
loge, Problem an. So ift es überhaupt. Nie ent- 
fpricht eine negative Wurzel der Aufgabe, die in Glei- 
chung geletzt ift, fie zeigt ebenfo wie die imaginairen 
Wurzeln analoge Unteifuchungen oder partielle Pro- 
bleme an, die man durch fie auflöfen kann. 

Nur zufälligerweife raufste man in der vorigen 
Aufgabe F, F' in entgegengefetztem Sinne vom Punkt 
A nehmen. Bey vielen andern Aufgaben mufs man 
die -entgegengefetzten Wurzeln fchief, ja felbft in dem- 
felben Sinne, wie die pofitivpn nehmen, fo dafs es, 
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■\vie wir vorher gezeigt haben , durchaus keine fefte 
Regel in diefer Hin ficht giebt. 

Sieben und zwanzigfte Aufgabe. 

510. Zwey grade Linien B'B "' , CC" 
(hig. 1 1 4- ) fchneiden fich unter einem ge- 
gebenen Winkel BÄC, aus einem Punkte H 
in der Ebene diefes Winkels, der auf der 
Linie FiH liegt, die eben den Winkel in 0 
gleiche T heile theilt, eine Linie BC von 
gegebener Gröfse zu ziehen, die durch 
B'B'",, CC " b eg ranzt "werde. 

Ich nehme den Winkel ft HB als Unbekannte, es 
fey alfo 

KÜB = x 

WC — a \ ' 

KR ~ b ‘ , 

BKH — i BKC ~ m 
Das Dreyeck BKH giebt 

BH : b ~ fin m : ßn (m -}• x) 

alfo 

jiti = f - J n m 

Jin x — ni) 

Ebenfo giebt das Dreyeck CliTI f 

CH ~ b ' J " 1 m 
fuRx — m) 

addirt man, fo kommt 

b fin m b fin m 

ci -p — — — — •' — 

jin (x m) ßn (x — ni) 

oder 1. 

H 3 
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a .ßn (a- + m ) ßn ( x — i») — b ß n m {ß n ( x + "0 
+ fui(x — m)) 

Weil nun ' 

- fin (x + m) + ßn (x — m) = c ßn x cof m 
ßn (x + m) ßn (a- — m) = ßn x z — ßn m z 
fo ‘wird die vorige Gleichung 

a fin x z ■ — a fim, m z = 2 b ßn m . cof m. ßn x 
oder weil 

2 ßn in . cnf m — ßn c m 
fin x z — — ßn 2 m .ßm x — ßn m z 
alfo 

h * , 

fin x = — fin 2 m + — (4 aa fin m z + Ib 

ßn am 2 ') 

Setzt man den Winkel BKC— einem rechten, fo 
ift fin 2 m— i, fin m z — £ alfo 

fin x— +, — Y~ (km + 6&) 

J 2 a — c a 

Obgleich die Gleichung nur vom zweyten Grade 
ift, kann man doch die 4 Auflöfungen, deren die Auf- 
gabe fähig ift, daraus ziehen, denn da die Figur an 
beyden Seiten der Linie liH fvmmetrifch ift, fo find 
die beyden Aullöfungen, die fie für eine Seite giebfc, 
auch auf der andern anwendbar, fo dafs die 4 mögli- 
chen Stellungen der Linie BC folgende' find 
BC, WC, }]“&', W^C 771 
Die gefundene Gleichung giebt auch direct diefe 
4 Auflöfungen, da der Sinus eines Winkels, und der 
des Supplements diefes Winkels derfelbe ift. 
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Acht und zwanzigfte Aufgabe. 

311. Ein Kreis BDC und zwey Tangen- 
ten AB, AC find gegeben, zwilchen diefen 
Tangenten eine dritte Tangente zu zie- 
hen, die einer gegebenen Linie gleich fey 
(Fig. 115.) v, ' ' 

Wir wollen als Unbekannte die Segmente DE, 
DF der gefuchten Tangente nehmeii, und vorausfetzen, , 
es fey 

IJE oder ME — x 
DF oder ÜP = y 
die gegebene Linie EF'= a 

die bekannte Linie Aß oder AC = b 
der bekannte Winkel BÄC — h / 

Wir haben alfo aus den Bedingungen der Auf- 
gabe 

x + y = a / 

Ferner 

Ei' — Je -f 1 F X — qJE.JP. cof BJC 

oder weil ' , . % . 

be = dB, 

CP = DF, 

aa — (b + x ) 2 + (H r) a — 2 (b + x) (b + y) 
cof k , 

weil nun 

sc 4- y — « 

aa, = 2 ( bb 4- ob ) ( 1 — cof k ) 4* xx yy ■ — 

2 xy cof k 

SublHtuirt man in diefer Gleichung für y feinen Werth 
a — x, L'o hat- man " “ ' 
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(jcjc — ax) (i + cof h) + (bb -f ob) (i — cof h) = o 

oder 


xx — ax + -- : C °A- % — o 

* + coj k 

alfp 

Diefe Gleichung hat s pofitive Wurzeln, die die 
beyden Tangenten EF, E'F, die fymmetrifch liegen, 
geben. Indefien hat die Aufgabe 4 Auflöfungen, denn bey 
Anfetzung der Gleichung fetzten wir voraus, der Punkt jF 
fiele auf die Verlängerung von AC, es ift aber gar kein 
Grund vorhanden, warum er eher dahin als auf die 
andere Seite nach F “ fallen foll. In der That, wenn 
man von diefer Vorausfetzung ausgeht, To erhält man 

xx + + ( bb — ab) ’—'C-r = » 

v y 1 — coj h 


alfo 


x — — + T~ (i aa — (bb — ab) — ■ ■ -F r-r\ 

x * 1 -f- coj nt 

eine Gleichung, die die bcyden neuen fymmetrifchen 

Auflöfungen E"F“ , E'"F'“ giebt, die erfte, wenn 

man die pofitive Wurzel von D nach F. u , die zweyte, 

wenn man die negative Wurzel von B nach E' ,J 

trägt. 


Neun und zwanzigßc Aufgabe. 

3x0. Wenn zwey beliebige Durchmeffer 
in einem gegebnem Kreife gezogen, und 
unbeftimmt verlängert find, an diefen 
Kreis eine Tangente EF' zu ziehen, fo dafs 
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<1 i e Theile DE, DF, diefer Tangente, die 
awifchen dem Berührungspunkt!? und je- 
dem der Durchmeffer EE“ , FF " liegen, in 
gegebnem Verhältniffe feyen. 

Es fey A der Mittelpunkt des Kreifes und der 
Halbmeffer AD an den Berührungspunkt gezogen. 
Als Unbekannte nehme ich die Winkel EAD, FAD- 
Nun feyen 

'EAD — u . 

FAD ~z - 

. EÄF — h 

das Verhältnifs der Segmente ED, UF — a 

Nun find aber die Segmente den Tangenten der 
AVinkel E ID , FAD proportional, alfo 

t 

tg u . , 

-2 — - — a oder tgu — algz 

*5 ■** 

Ferner hat man offenbar k — u-\- z Alfo 


oder 


tgk - ISJL+JgJL 

1 tg u . tgz 

tgk — tgk tgu. tgz — tgu + tgz 


d. h. 


tgk — a tgk. tgz* — (a-f i) tg* oder 


tgz* + tgz 


oder 


tgz — 


a + i 
utg/i 


o + t 


i 

a 


± r + a} 


2 a tg k 

Nach der Theorie der goniometrifchen Funktio- 
nen giebt die pofitire Wurzel den Punkt D, der im 
Winkel EÄF, der Hvpotliefe gemiifs begriffen ift, und 


t 
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die negative Wurzel den l?unct D‘ im Supplement- 

Winkel F'AE' genommen. - 1 

Aber man lieht leicht, dafs, Avenn man den Durch- 

meffer DD " zieht, und durch den Punct D ,J die 

Tangente E ,/ ~F^ / , diefe T aügente eben fo Avohl als EF, 

der fie parallel und gleich ift, die Bedingungen der 

Aufgabe erfüllen Avird. Eben fo Avenn man durch 

D' den DurchmelTer D'D" 1 , und durch D nt die Tan- 
% 

g nte E , ‘ , ¥‘ u zieht , Avird auch diefe Tangente eben 
fo gut als EF den Bedingungen der Aufgabe Geüüge 
leihen. 

Alle diefe 4 lAuflofungen find in der gefunde- 
nen Gleichung enthalten, AA'eil tg z lo wohl zu dem 
Bogen z, als zu dem Bogen 54 *■ + z gehört (avo 
* den rechten Winkel bedeutet). So giebt die pofi- 
ti\ r e Wurzel der Püncte D, D", die negative D', D'“- 
Aber die Aufgabe hat noch 4 andere-Anflöfungen, 
die nicht in der Gleichung enthalten find. Man nehme 

A 

auf dem Umkreife im Winkel liAC r (Fig. 117.) einen 
Punkt d, fo dafs, AA r enn man durch diefen Punkt eine 
Tangente zieht, die die gegebnen Durchmeirer in e, 
und f fehneidet, de und df in gegebenem Verhältnille 
ftehen. Nach den Worten der Aufgabe 1 eilt et der 
Punkt d ihr Genüge, und es mufs noch ein ähnlicher 
Tunkt am Ende des Durchmefl’ers feyn, der durch d 
gezogen ift. Diefe Auflöfungen nun find nicht in der 
vorigen Gleichung enthalten; um fie zu erhalten, mufs 
man die Rechnung auf der neuen Vorausfetznng an* < 
fangen, nicht dafs k~u + z, fondern dafe h—z — u. 

So erhält man < • 
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i ~ a < y~ f / i — a \z _ 1 \ 

“ q a tg h '-'2 a lg .h' uJ 

Man kann alle diefe Anhörungen in einer einzi- 
gen Fünftel vereinen , nämlich 

** natg. k ~ ' \\2fttg.W — a J 

Dreyfsigft'e' Aufgabe. 

* o w 

315. Zwey K reife MRni, NCn , (Fig. 1 1 8-) 
find in- derfelhen Ebene befchricben, man 
füll aus einem Punkte 77 , der willkührlicb 
auf der Linie angenommen ift, die durch 
die Mittelpunkte geht, eine grade Linie 
BC, zwifchen den b ey d e n K r ei f en zifthn, die 
in H nach gegebenem Verhältniffe getheilt 
f e v. ' 

Als Unbekannte wollen wir die Linie 67 7 annehmen. 
Wir nennen ferner 

cn = .v 

das gegebene Verhältnifs , . 

JTT[ _ , 

cn ~ a 

mb = n 

. NC= r 

Mil — m 
A ’H—n 

. Da die beyden Dreyecke MBH, NCH einen 
gleichen Winkel in fl haben, niiillen wir nach (206.) 
erhalten ’ 

(Mlf + EH — Mi) . CH— 

NC) JTTf . Mil oder 
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(mm + aaxx — RR) nx — (nn + xps — tt) 
amx 
woraus man 

amnn—mmn + nRR — amrr 

• ■ naa — am / 

erhält. 

Ich laffc das doppelte Zeichen vor der Wurzel 
weg, weil die negative Wurzel hier unbedeutend iß, 
wenn man fie nicht als die Anzeige einer andern 
Auflöfung anfehen will, zu der man gelangt, wenn 
man auf der andern Seite der Linie AL:V, auf dem 
Kreife, delTen Mittelpunkt in N ift, einen Punkt C', 
in derfelben Entfernung als C nimmt, weil die Figur 
fymmetrifch iß. 

Ein und dreyfsigfte Aufgabe. 

514. Durch z w e y willkührlich auf dem 
Umkreis eines Cirkels angenommene Punk- 
te zAvey Sehnen zu ziehen, die fich unter 
einem gegebenen Winkel fehneiden, und 
zu einander in gegebenem Verhältnifs he- 
ll en. > 

Es fey ABDC (Fig. 54.) der Kreis A, und B 
die beyden Punkte, JÜD , BC die Sehnen, AEC der 
Winkel, den fie bilden Tollen. v 

Ich ziehe die Linien AB, AC , und nehme als 
Unbekannte die beyden Winkel BAD, CAD . 
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Ferner fey 

BAD — rn 
/ CAD — n 
AEG — h 
ÄB — a 


ÄD 



der Radius des Kreifcs — R. 

> 

Aus der Aufgabe XXI. (178.) haben wir (For- 
mel 27) 

a — 2 R ßn (h + n) ... . . (A) 
und wenn wir die cgite durch die ßgfte Formel di« 
■vidiren 

^ ßn (Ji 4 - n — rn) 

ßn (/« + n) 

oder 

b .ßn (m + n) — ßn(k + n — m) (B) 

Man foü m, und n aus diefen beyden Gleichun- 
gen beftimmen. 

Entwickele ich die erfte, fo kommt 
a — £ R . ßn h cof n + 2 Rßn n . cof h 

oder 

a — 2 R ßn h cof n — aR ßn' n . cof k. 
quadrirt giebt 

tut — fyaRßnkcof n 4 * fyRR ßnh z cof n 2 — ^RR 
cofk 2 — 4 RR cofli 2 . cof. n 2 
oder j • 

4 RR cof n 2 — 4 a R ßn h cof n + aa — 4 RR 
cof h 2 o 
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•woraus man 

» f . 

cof n~C=Z 
und folglich 

ßn n — -ß'ß- r (4 RR— an) 

zieht. Um m zu finden, entwickele ich die Gleichung 

\ 


a ßn Ti , coßh ^ _ n 

~Tr- ± Tr t(4 ÄÄ-«.) 


««,rk + jmh r(4HR . 

2 ZI. c M. 


( 15 ); lie giebt mir 

6 ßn m . coj . n + b ßn n . co/* in 
. co/ m — ßn m . coß ( h J- n ) 

oder 

m { b coß n + coß (k + tf) } - 
(Ä.+ n) — b ßn »} 

alfo 

— 7 ?« (h + n ) — b ßn n 
° b.coß n + coß (Ä + n) 

Die Gleichung (A) giebt ßn (Ji + /?) 

folglich 


ßn (ß + ») 
cof m\{fin 


ft 

8 ~R 


coß(k + n ) — —R V (4 RR — an) 

Subftituirt man dicfe Werthe, fo erhallen wir 
a — 2 b Rßn n 
*g m — 7 bR coß n + rQ\RR an) 

oder wenn wir auch die für ßn n, und cof n gefun- 
denen Werthe fubftituiren 

a — ab coß. k Zj T bßn k Y~ (4 RR — an) 

lg 171 a jj ,ß n /i -f- 6 ccßk Y~ (4 RR — an ) + Y~ (fyRJR-rCui) 

a — b (d coß k +. ßn h V (4 R R — an ) ) 

Y~(&RR — aa)-\-b(a. ßn k + coß h Y~ (t yRR—aa )) 
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Zwey und dreyfsigfte Aufgabe. 

315. Durch einen beliebigen in der 
Ebene eines g egebenen K r ei fes liegenden 
Punkt E, zwey auf einander fenkreclite 
Sehnen zu ziehen, die zu einander in gege- 
benem Verhältnifs ft eh eil. 

L (Fig. 119.) fey der Mittelpunkt des Krcifes. 
Wir wollen die Linie LE zu dem gegebenen Punkt 
ziehen. Ich nehme die beyden gefuchten Corden 
Al), BC als Unbekannte an, und nenne 

JD — x 

BC — y 
x 

7 

den Halbmell'er — r 
LE — b 

Wir haben alfo die beyden Gleichungen 
x — ay 

xx + yy — ßrr — 4 ^ 

Durdh Subßilution wird aus der zweyten 
yy (1 au) — 8 r/ ' — 4 bb 
alfo 

yz=r 8 rr — 4 bb 


■ 


und folglich 

x — a Y~ 


1 + aa 

> 

ßrr — l^bb 


1 + aa 

Ich lalle das Zeichen — vor dem Wurzelzeichen 
weg, weil es ganz ohne Bedeutung hier ift. Doch * 
lieht man leicht, dafs die Aufgabe in der Tliat zwey 
Auflöfungen hat (Fig. i£0.}^ von denen die eine durch 
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AD , ffC, die andere durch A'ü ' , 7 FÜ' vorgeftellt 
wird. Auch dlefs ift alfo ein Beleg zu unferer Be- 
hauptung* dafs die Analyfis bald iiberflüffige und un- 
nütie Wurzeln (blofse algebraifclie Formen) giebt, 
bald nur einige von allen, die der Aufgabe Genüge 
leiden können. 

Wenn die Sehne AD bekannt ift,,fo kommt die 
Aufgabe darauf zurück , durch den gegebenen Funkt 
E im Kreife, die gegebene Sehne AÜ zu ziehen, wel- 
ches leicht ift, denn wenn man willkührlich im Kreife 
eine Sehne ad — AD nimmt, und aus L mit LE 
einen Bogen befchreibt, der. ad in e fchneidet, fo hat 
man ed — ED , und kann diefe Linie an den Punkt 
E tragen. 

Eben fo würde man den Fall auflöfen , wenn E 
aufsei halb des K reifes wäre, aber man fieht leicht, 
dafs dann die Aufgabe unmöglich wird, wenn 
\bb 8 rr 

oder 

b iTs 

Durch diefelbe Eigenfchaft der Sehnen fände man 
die Auflofung, wenn man ftatt des VerluiltnilTes der 
Sehnen, ihre Summe, Differenz u. f. w. kennte. 

Drey und dreyfsigfte Aufgabe. 

/ ' 

316. Aus einem beliebigen Punkte in- 
nerhalb oder aufserhalb einer Kugel, drey 
auf einander fe nj* rechte Sehnen zu ziehen, 
die in gegebenem Verhältniffe find. 

Wir wollen als Unbekannte die drey gefuchten 
Sehnen anficlimen. 
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Es fey ferner 

die eine — jo 

die andere — y 1 ^ , 

die dritte — z 
der HalbmeJTer der Kugel r 

Die Entfernung des Mittelpunkts von dem Punkte, 
tvo fie lieh fchneiden follen ‘ 


— 6 

— a 

Z- = b 


Wir haben alfo die 3 Gleichungen 
x — az 

y — cz 

xx yy + zz “ m rr — Qbb 
Subltituirt man aus den beyden vorigen in die 
letzte, fo wird 

zz (i aci -J- cc) — 12 rr — 8 bb 
alfo 

g y- igrr — 8 bb 

i + aa Hh cc 

i -r aa -r cc 


„.io rr 


xZZay 


8 bb 


l + aa + cc 

Ich habe das doppelte Wurzelzeichen weggelaflen, 
weil die negativen Wurzeln hier ohne Bedeutung find. 
Man lieht leicht, dafs die Aufgabe unendlich viel Auf- 
löfungen hat. Stellt man lieh durch den Punkt, wo 
die 3 Sehnen lieh fchneiden, einen Durchmefler vor, 


■ . Digitized by Google 



fo werden offenbar alle Sehnen, die durch (liefen 
Punkt gehen, und derselben Winkel als x mit dem 
Durchmcffer machen, gleich feyn, und alfo für .r ge- ' 
nümmen werden können. Man kann die Aufgabe 
beftimmt machen, wenn man die Bedingung hinzu- 
fetzt, dafs .r (ich in einem beftimmteff gröfsten Kreife 
befinden füll, durch den gegebenen Punkt geht. 
Dahn hat die Aufgabe 6 Auflöfungen, weil man offen- 
bar x, y, z, auf alle mögliche Weife , eine für die an- 
dere fetzen kann , was 6 verfchiedene Combinatio- 
nen gieht. 

Die Aufgabe wird unmöglich , wenn 

b >:r ri 


Vier und dreyfsigfte Aufgabe. 

317. Durch einen beliebigen Punkt, in- 
nerhalb oder aufserhalb einer Kugel, drey, 
auf einander fcnkrechte Ebenen zu führen, 

V. • 

fo dafs die Flächen der 3 Kreife, die aus 
den Durchfchni tten iliefer Ebenen mit der 
Kugel entliehen, in gegebenem Verhält- 
nifre liehen. 

Wir Ayollen als Unbekannte die Halbmeffer der 
3 gefuchten Kreife annehmen, fo werden fich die 
Flächen diefer Kreife, Avie die Quadrate, der Halbmef- 
fer verhalten. Es fey , 

der eine Halbmeffer — x 
der andere 

' t 

der dritte 
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« = ».'■ 
zz 

' ' , 

dev HalbmefTer der Kugel = r 

ü - , 

die Entfernung des Punktes, wo fielt die 3 Ebene» 
fchneiden , vom Mittelpunkte =• b 

Wir haben alfo folgende Gleichungen 
xx z= azz 

\ 

xx -f vy 4- -s — 3 rr — bb ^ 

Daraus wird durch Subftitution 

zz (i 4 - a + c) = 5 rr • — * bb 

alfo 

— v 3 rr — bb 



1 + a + c 

Man kann diefelben Bemerkungen über die Wur- 
zeln hier machen, wie bey der vorigen Aufgabe. 


Fünf und- dreyfsigfte Aufgabe. 

318- Wenn man die Winkel eines Drey- 
ecks ABC (Fig. 121.) kennt, und die Ent- 
fernungen jeder Seite von einem Punkte 
I), der in derfelben Ebene liegt, die 5 Sei- 
ten des Dreyecks zu finden. 

Wir wollen mit A, B, C, die drey gegebenen 
Winkel des Dreyecks bezeichnen, mit a, b, c, die ge- 
ll. 1 
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* t 

/ , 

genübei flehenden Seiten, mit a', b' , c' * die Perpen- 
dikel aus D auf diefe Seiten. 

Aus D ziehe ich nach den Winkeln A, B , C 
grade Linien, dann ift offenbar die Fläche des Drcy- 
ecks ABC, gleich den Flächen der beyden Dreyecke 
ABD , ACD weniger der Fläche des Dreyecks BCD 
d. h. 

= Jib + Aüb — WB 

Aber 

ÄBÜ = . 2ü = Ibc .fin A 

AB/) == \ cd 

* ACD — ibb' 

BCD==-lcui‘ 

wir haben alfo 

bc . fin A — bb* + cd — aa‘ 

Nun iß ferner 


, _ fin B 
b — a . — . 

in A 

finC 
JhiA 


a 


Subfiituirt und dividirt man durch fin B .fin C, 
kommt i 


fo 


b' .fin B -4- c / . fin C — a' . fin A 

a fin B. fin C 

, h' .fin B + c' , fin C — a* . fin A 

A .fin C 

b ' . fin B + c / . fin C — a‘ fin A , 

fin A .fin B 

Läge der Punkt D im Dreyecke, fo würde a in* 
« Vers und veränderte fein Zeichen. 1 


/ 


* 
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Man kann auch leicht ohne Rechnung durch Con- 
ftruction einer ähnlichen Figur (193.) die Aufgabe 
löfen. . ' 

Uebrigens lieht man leicht, dafs man die Auflö- 
fung auf jedes Vieleck erßrecken kann. 

^ Sechs und dreyfsigfte Aufgabe. 

31g. Wenn man die Perpendikel am 
den Winkeln des Dreyecks auf die gegen- 
überftehende Seite kennt, Seiten und Win- 
'kel des Dreyecks zu finden. 

Es fey ABC (Fig. 122.) das gegebene Dreyeck, 
a' , b* , c' follen! die aus den Winkeln A, B, C, auf 
die Seiten a, b, c, gelenkten Perpendikel feyn. 

Aus den Eigenfchaften der Dreyecke haben wir 
bb + cc — na 


cof A — 


übe 


Man weife auch, dafe die Perpendikel aus deu 
Winkeln auf die Seiten gelenkt in inverfem Verhältnife 
der Seiten ftehen, 
alfo 


b = 


aa.' 


aa' 


Subfiituirt man diefe Werthe in die vorige Glei- 
chung, fo wird fie 

- . — fo'&O» + («'<=') » — (b'c*y 

C0 J 2 a'a' b'c' 


I 8 - 


1 
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oder 


cofA — 
en fo 

b‘ 

-f- 

. 1 

c' 

b‘d K 

1 Id 

2 b Jl 

2 atuf 

cn f /? ~ ~ 

a‘ 

• 4. 

d 

a'd 

LUJ JD 

2 C 4 

c a' 

2 b'b* 

cof C 

a* 

. _! 

b' 

a‘b' 

LUJ 

£ b' 

T 

2 a‘ 

2 dd 


fo haben wir die 3 Winkel und brauchen nur die 
Seiten zu fnchen. 

Das recht winklichte Dreyeck ABH giebt AH; ÄS 


— fin B 
alfo 

: 1 

• • : - 

; 


ci* 



V 1 — cof ß x 

eben fo 

a — 

V 

' 

r 1 - cof c* 


b r= 

c r ' 


r 1 — cof a x 


Sieben und dreyfsigße Aufgabe. 

320. Ein Dr eye.ck FGH (Fig. U33.) ift ge- 
geben, darum ein anderes Dreyeck ABC zu 
befchreiben, fo dafs, wenn man aus jedem 
Wink ei des jetz:fex;n, ein Perpendikel auf 
die gegenüb erfteli ende Seite lenkt, diefe? 
Perpendikel genau in die Punkte F, G, H, 
fallen, welche di e Sch ci telp u 11k t e des er- 
ften find. 

* « v t 

* 

* ' * /■ 

/ t t v ' 

‘ . 
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Es feyen ÄH , BG , CF die Perpendikel ans den 
Winkeln A, B, C auf die gegenüb erflehenden Seiten 

BÜ, ÄÜ, ÄB. 

Die Tafel Aufgabe XVI (167.) giebt uns 
FHG — 2» — sA oder 

A = « — l FHG (Form. 28 ) 
und eben fo (Form. 29, 30.) 

B — x — l FGH 
C—x — l GFH 

die 3 Winkel des Dreyecks ABC find alfo bekannt. 

Um zu confiruiren» bemerke man, dafs diefelbe 
Tafel (Form. 16, 17, iß-) / 

BHF — A - 
BFH — C % . 

'• _ A * V 

CGH ~ B 

giebt. Man braucht alfo nur durch den Scheitel H 
eine Linie BC zu ziehen, die mit der gegebenen Linie 
FH den Winkel BHF — «r — \ FHG macht, durch 
den Scheitel F eine andere Linie AB, die mit FH, 
den Winkel BFH — v — ~ GFH macht, und end- 
lich durch G eine Linie AC , die mit GH, den Win- 
kel CGH [— % — 5’ ‘ FGH macht. Diefe 3 Linien 

AB, AC, BC, find die 3 Seiten des gefuchten 
Dreyecks. 

Acht und dreyfsigfie Aufgabe. 

321. Eine Sehne BC (Fig. 124.) ift belie- 
big in einem Kreife gezogen. Auf dem 
Umfange diefes K reifes 'einen Punkt A zu 
finden, fo dafs, wenn man die Sehnen 

M, ÄC , d ie Perpendikel auf diefe Sehnen 
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AH, EG, CF, und die Linie F& sieht, der 
Winkel ACH, den diefe Linie mit dem Per-* 
pendikel AH macht, einem gegebenen Win- 
kel gleich fcy. 

Die i6te Aufgabe (167.) zeigt (Form. 31), dafs 
der gegebene Winkel AlF — * — ( C — B). Der 
Winkel A ift bekannt, weil er auf einer gegebenen 
Sehne fteht. Bekanntlich ift auch 
sw — A + B + C 

addirt man die beyden Gleichungen, fo kommt 
sw + AlF — * + A + 2 B 
alfo 


B — 


und 


+ a\f — a 

\ 


r , 3 t — aIf — A 


Diefe Aufgabe, und die vorige, zeigen, dafs man 
oft vortheilhaft unmittelbar die Winkel beftimmt, ftatt 
goniometrifche Functionen izu gebrauchen, durch die 
diefe Aufgaben leicht auf eine fehr verwickelte Ana- 
lyfe führen könnten. 


Vierzigfte Aufgabe. 

1 ' ' 1 ^ 

322. In einem gegebenen Viereck ein 
Quadrat zu befchreiben. 

Es fey AB CD (Fig. 125.) das Viereck, mnpq das 
gefuchte Quadrat. Da ich das Viereck kenne, kenne 
ich auch feine Winkel. Wäre nun noch ein einziger 
von denen bekannt, die durch die gegenfeiüge Lage 
des Vielecks und des Quadrats beftimmt werden, 
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z. B. Bmn, fo würden alle andern durch fimple Ad- 
dlüonen und Subtractionen erhalten. Hätte man die 
Winkel, fo brauchte man nur den abfoluten Werth 
der Seite des Quadrats zu fuchen, wozu das Verhält- 
nifs der Seiten eines Dreyecks mit dem Sihus der ge- 
genüberflchenden Winkel leicht führt. Ich nehme 
alfo als Unbekannte die Seite mn und den Winkel 
Bmn, und nenne 
mn — Y 

1 A J , 

Bmn — z 

Die 4 Winkel des Vierecks — A, B, C, D 
• *' AB — m 

BC — n ■ ' ' 

CD ~ p 
„ DA — q 

/ 

den rechten Winkel — x ^ 

So erhalte ich 

Amq — t — r 

Aqm — «r — A + z 

Dqp -A-z 

Dpq — 2t — D — A + z 

muß — 2 t — B — z 

pnC — B + z — t 

n jic — 3t — B — C — z 

Jetzt ift cs leicht, die Linien der Figur zu be- 
rechnen. 

Das Dreyeck Bmn giebt 

Bn : mn — fin Bmn : ßn mBn , 

oder 

m = tA n ‘ 

ßnB 


• t 
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m— y . ßn ( B ■+• r) 

Jm B 

Eben fo giebt das Dreyeck Amq 

ÄS. - * «fH- ä. 

Jui A 

da3 Dreyeck npC 

sc = _ zj°ß2 + c +*'> 

fia C 

Subftitnirt man diefe Werthe in folgende evidente 
Gleichungen 

sAB oder m — Am -f- Bin 
SC oder n — Sn Cn 
fo hat man 

m - idfifiz ä. + . . . . (A ) 

JinA ' ßn fJ K 

„ = _ yAL+Sfio ..... (B) 

finß ßn C 

' alfo 

77i . . y?/z C . y?7z z — m ßn A . ßn B . coß 

(B + C + *0 

— 77 . ßn B .ßn C . coß (A — z) -{- n fin A. fin C . ' 
ßn (B + z) 

Entwickelt man die Quantitäten coß (B C z), 
coß ( A — z) ßn ( B -f- -)» fo hat man , nachdem man 
durch coß z dividirt hat, 

n .fin A. fin B .ßn C-\- n .ßn B . fin C . coß A -\-m. 

m .fin A . fin C + ni fin A.fin B . fin (11 C) — n 
fin A. fi n B. co ß( B + C ) 
fin A .fin B .fin C — n fin A.finC .cofiB 
503. Diefe Gleichung vom elften Grade zeigt nur 
eine Auilöfung an. Freylich gehören zu tgs z\vey 


V 
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Bogen, da aber ihr Unterfcliied — Cr ift, fo iß die 
zweyle Auflöfung mit der erften identifch. 

Die Aufgabe in ihrer Allgemeinheit genommen 
hat 5 Auflöfungen, da der Punkt m auch auf der 
verlängerten Linie jenfeits'^, oder ß feyn könnte. 
Sie würde alfo" auch auf eine Gleichung vom 5ten 
Grade führen, wenn nicht durch unfere Wahl der 
Unbekannten die 3 Wurzeln rational würden. 

Ein und vierzigfie Aufgabe. 

3 04. In einem gegebenem Dreyecke, ein 
anderes gegebenes Dreyeck zu befch rei- 
hen. 

Es fey ABC (Fig. ic6.) das Dreyeck, in dem das 
Dreyeck abc befcbrieben werden foll, fo dafs die Win- 
kel a, b, c fich auf den Seiten von ABC felbft, oder *> 
auf deren Verlängerungen befinden. 

Als Unbekannte nehme ich den Winkel Abc — s * 
Weil durch ihn alle anderen gegeben find. 

Es füllen nun licifscn 

* 3 Winkel des Dreyecks AEC . . . . A, B, C 

gegeinibcrftehenden Seiten A', B' , C‘ 

die 3 Winkel des Dreyecks abc . ... a, b, c 

die gegenüberftehenden Seiten a‘, b 1 , d 

fo ift 


Ach — c* — A — s 
Cba z :» — b — a 
Een — 2 x — ■ c — Ach 

A 

Bac — 2tr — A — B -f c — • s 
. Cab — b — C + * ‘ 


A — c +. 
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cB 


Jetzt kann man alle Segmente Ab, ßa, Bc, 

Ca, Cb leicht finden. Es ift nämlich 

-r- a . (i n z 
Ac = ■ 

JinA 

b.ßn(A + B—,+z) 
ßn B 

alfo 

r a . ßn z -y b . ßn (A -f B — c + z) 

~ r ~' ßmA ßn B. , 

oder wenn man mit ßn A . ßn B multiplicirt 

C .ßinA.ßn B = a .ßnB . ßnz -f b. ßn A,. ßn 
(A + B — c + z). .... (A) 

Durch Entwickelung von ßn (A + B — c + -) 
erhalte ich 

C.ßnA.ßnB — (n ßnB -f- b . ßn A cof(A-\- B — c)} 
ßnz = b.finA.fin(A + B — c)T~ i — ßnz 2 
alfo 

2 C ßn A , ßn ß (a ßn B •+• b . ßn A . 

fmz 2 — finz. 1 

{a.ßnB -f- b ßn A . coJ\A -\-B — c)} z -f- bb. 

fin(A-\-B — c ) } 
fin(A+B-c y 

bb .ßn (A + B — c)* — CC.ßn A 2 .ßn B'- ft 

{afin B* bßnA.coß(AfB — e)} 1 -jrbbßn (AtB — c) 2 
eine Gleichung vom sten Grade, die doch 4 Auflöfun- 
gen giebt, da zu jedem Werth von ßn z zwey ver* 
fchiedene Winkel gehören. 
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Zwey uncl vicrzigfte Aufgabe. 

325« Auf einer gegebenen Linie MN 
(Fig. 127.) einen Punkt A zu finden, deflen 

V 

Entfernungen A 3 , AC , von .zwey gegebe- 
nen Punkten B , C in gegebenem Verhält- 

niffe ftehen. 

; JB ' 

Es fey-^zr = a, durch ß und C ziehe ich die 

unbeftimmte Linie TiCH'. Ich theile den Zwi feil ert- 
räum BC in dein gegebenen Verhältrtiire in H, d. h. 
ich mache 

Bll 

Ü71 


a 


oder 

oder 

alfo 


BH ; CH = « : i’ 

BH 4 - CH : BH —a -f 1 : a 


BH z= BC 


a 


a-\-i 


Eben fo beftimme ich auf der Verlängerung von 

BC einen andern Punkt H' , fo dafs Bll' , CH' auch 
* , 
in dem gegebenen VerhältniiTe liehen, d. h. dafs man 

B H' : CH' — aii 
oder • ' . 1 

BH' — CH ' : BH' — a — 1 : a habe, 
•woraus 'man . ’ 


BH'— BC . 

a 


a 


«rhäit. 
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Dann befchreibe ich auf ft ft' einen Kreis, defTcn 
Umfang die Linie AN in zwcy Punkten fclmeiden 
■wird in A, A' , die beydc der Aufgabe Genüge 
leiften. 

1 ^ ' 

Denn (*99 ) der Umkreis HAA'H' ift der geo- 
metrische Ort aller Punkte, deren Entfernungen von 
den Punkten B , C in dem gegebenen Verhältnifle a 
flehen. 


Will man den analytifclJen Ausdruck von HH', 
oder DA, fo weifs man, dafs 

m^-m . CR' — EH . CR (197.) 

Nun ifl wie vorhin 

\ 

CH = BC -~ 
a t 1 

CR = BC — 

• a—i 


alfo 




a 


(jli — 1 ) z (a *+* 1) 


0=4 


aa BC 


Alfo 


HH' ~ sa ; BÖ 
VÄ — a.BC 
und > 


a 


— BC : DA 


Sollte man ftatt auf der gradeu Linie MN auf 
irgend einer Curve den Punkt A finden , delfen Ent- 
fernungen von zw ey gegebenen Punkten in gegebe- 
nem VerhältnilTe wären, fo würden die Punkte, wo 
der Kreis HAH' die Curve fchneiden würde, der 
Aufgabe Genüge leiften. 
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526. Wäre folgende Aufgabe zu löfen : 

5 P u n li t e B, H, C find Avillkiihrlich auf 
einer graden Linie angenommen, man 
foll auf einer andern gegebenen Linie 
MN einen Punkt A finden, fo dafs, 
wenn man vom die fern Punkte, zu den 
3 gegebenen Punkten B, H, C 3 Linien 
zieht* die beyden Winkel BAH, CAH 
gleich find, 

fo Avürde man nur einen Punkt H‘ fuchen miilTen, 
fo dafs % 

UTf : CH = BH' : CIV * 

\ t . * 

Befchriebe man dann über HH' einen Kreis, fo 
Ayürden die Punkte A, A\ wo diefer Kreis die gege- 
bene Linie MN fchnitte, der Frage Genüge leifien. 

Denn Avir fahen ( 199 .)» dafs der Kreis HAH ‘ auch 
der geometrifche Ort aller Punkte ift, die fo liegen, 
dafs BAH — CAH 

327. Hätte man diefe andere Aufgabe: 

'Wenn 4 Punkte B, H, C, D willkührlich 
auf einer gegebenen Linie angenom- 
men werden (Fig. lCßO» aufserhalb die- 
fer Linie einen Punkt A zu finden, fo 
J dafs, Avenn man di e 4 Linien AB , AH, 

AC , ÄJ 5 ziehet, 

- BAH — HAB ~ CAD 

fo müfste man erß, Avie vorhin, auf diefer Linie den 
Pünkt IV fuchen , fo dafs 

- BÄ : CH — BÄ' : CH' 

1 l ■ ' 1 

« 

' * N ' 
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Vier und vierzigfte Aufgabe. 

‘ . 

_3ag. Zwcy K reife yJFBG, .ACBD find ge- 
geben (Fi g. 112.) und eine Sehne F(t ift in 
einem von ihnen gezogen; dann foll man in 
dem andern eine Sehne CD von gegebner 
Gvöfse ziehen und fo dafs die 4 Endpunkte 
F, G, C, D alle in einem K reife liegen. 

Man ziehe die Sehne AB, und durch den Punkt 
H, wo fie die Sehne 1*G fchneidet, ziehe man im 
Kreife ACBD eine Sehne CD von der gegebenen 
Gröfse. Diele Conftruction folgt unmittelbar aus 
(jcö-)- , . 

Fünf und vierzigfle Aufgabe. 

O I 

530. In einem gegebenen ]$ reife 'ein 
Dreye ck abc zu befchreiben (Fig. 130.), def- 
fen 3 Seiten durch 3 gegebene Punkte A, B, 

C gehen. 

Diefe Aufgabe gilt für fchwer und mehrere gvofse 
Geometer haben fich damit befchäftigt. Caftillon gab 
zuerft eine Auflüfung in den Berliner Memoiren vom 
Jab* 1776. Sie ift fynthetifch, finnreich, aber ver- 
wickelt. Lagrange gab in denselben Bande eine fehr ' 
fchone ganz analytiCche, deren Conftruction Lexell im 
/jiten Bande der neuen Petersburger Commentarien, 
auf Eulers Ermunterung gab. Er fugt hinzu, er habe 
fie vergeblich auf das eingefchri ebene Viereck anzu- 
\v cn den gefucht, doch hat er bey der Gelegenheit eine 
interell'ante Eigenfchaft diefer Figuren entdeckt. OI- 
tajano fand eine fehr elegante fynthetifche Auflüfung, 

die - 

K t 

f 

. . ", . - \ 
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die er auf alle eingefchriebenen Vielecke ausdehpte 
und im 4ten Bande der Memoiren der Italiänifchen 
Gefellfchaft bekannt machte. Malfatti gab in dem fei- 
ben Bande noch eine Auflöfung des To allgemeiner t 

gemachten Problems. * . 

Folgende Auflöfung ift vermifcht und nähert fleh 
der Lagrangifchen. Ich glaube nur die Anfetzurig der 
Gleichung rereinfacht zu haben. Da üe nicht auf 
das Dreyeck befchränkt ift, "will ich fic fo aus- 
drücken; 

. . ' •»•«tu 

In einem gegebenen K reife ein Viel- 

eck abede zu befchreiben (Fig. 131'.), 
deffen Seiten durch eben fo viel gege- 
bene Punkte A, B, C, 1), E gehen. 

K fey der Mittelpunkt, man ziehe nach den geger 
benen Punkten die Linien FiA, KB , HC, El), KE, 
und nach den gefuchten Ka, El), Ec, Ed, Ke. 

Es fey feiner 

r — Halbmefler des Kreifcs 

a, b, c, d, e — JE, BK, CK, ER, ER 

a', b‘, c', d', e' =A KB, BKC, CKD, DKE, EKA. 

■ 

Ais Unbekannte wollen wir annehmen 

, Aixa — t < 

BEI =± u 
CKc — - x 

< . Dlid — y . 

EKe 5 

Dann giebt das Dreyeck AKb 
AK + FR : JJi — bK — tg± {AbK + bAK) : tg\ 

(AbK — bAK ) - x 

II. . K 
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b‘ 


oder 

. C0 J A ~ T^'+Tb' 

und eben fo 


b‘c‘ 


! cvw 


2 a' 


a’c‘ 

2 b'b ' 


•co/B — — —r + 

J 2 c' 

,,, nt' , &' a‘b* 4 

c a b' sa' 2 c'c' 

fo haben wir die 3 Winkel und brauchen nur die 
Seiten zu Tuchen. 

Das rechtwinklichte Dreyeck AB fl giebt All : A3 
— finBii 
alfo 




«ben To 


c — 


a — 


b — 


r i - coj ß 1 

b' 

r* - 

p' 

r 7 ! - co/a* 


Sieben und dreyfsigße Aufgabe. 

320. Ein Dreye.ck FG 11 (Fig. 13 3 -) i'lt g e_ 
geben, darum ein anderes Dreyeck ABC zu 
befchreiben, lo dafs, wenn man aus j edem 
Winkei des Jetztern, ein Perpendikel auf 
die gegen überftehcndc Seite Ten kt, diefe 
Perpendikel genau in die P-unkte F, G, Ff, 
fallen, welche Ai eSch eitel punkte des er- 

ften find. ■ ' 
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A ' „ * - 

Es Feyen ATI , BG, CF die Perpendikel ans den 
Winkeln A, B, C auf die gegenüberftelienden Seiten 

SG, AC, AB. 

Die Tafel Aufgabe XVI (167.) giebt uns 
FHG — 2 t — 2 A oder 

A — t — | FHG (Form, sß-) 
und eben fo (Form. 29, 30.) ' ' 

B — t — -1 FGH 
C—T — i GFH 

* 

die 3 Winkel des Dreyecks ABC find alfo bekannt. 

Um zu conftruiren, bemerke man, dafs diefelbe 
Tafel (Form. 16, 17, iß.) / 

BHF = A - 
BFH = C 

» _ A * V 

CGII — B - • - 

giebt. Man braucht alfo nur durch den Scheitel H 
eine Linie BC zu ziehen, die mit der gegebenen Linie 
FH den Winkel BHF — w — \ FHG macht, durch 
den Scheitel F eine andere Linie AB, die mit Fff, 
den Winkel BFH — r — GFH macht, und end- 
lich durch G eine Linie AC , die mit GH, den Win- 
kel CGH l— t — £ FGH macht. Diele 3 Liniert 
AB , AC, BC, find die 3 Seiten des gefuchten 

Dreyecks. ■ 

" . * > 

Acht und dreyfsigfte Aufgabe. 

32 f. Eine Sehne BC (Fig. 124.) ift belie- 
big in einem Kreife gezogen. Auf dem 
Umfange diefes Kreifes 'einen Punkt A zu 
finden, fo dafs, wenn man die Sehnen 
AB, slC, die Perpendikel auf diefe Sehnen 
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■dB > ‘SG-, CF, und die Linie j F? r zieht, dev 
Winkel ACF, den diefe Linie mit dem Per- 
pendikel AH macht, einem gegebenen Win- 
kel gleich f c y. 

Die töte Aufgabe (167.) zeigt (Form. 31.), dafs 
der gegebene Winkel AlF — * — (C — B). Der 
Winkel A ift bekannt, •weil er auf einer gegebenen 
Sehne fteht. Bekanntlich ift auch 
A + B + C 

addirt man die beyden Gleichungen, fo kommt 
2 t + AlF — * + A + c B 


alfo ' 

g t + AlF — A 

“ \ 

und 

q 3 * — A lF — A 

2 

Diefe Aufgabe, und die vorige, zeigen, dafs man 
oft vortheilhaft unmittelbar die Winkel beftimmt, ftatt 


goniometrifche Functionen izu gebrauchen, durch die 
diefe Aufgaben leicht auf eine fehr verwickelte Ana- 
lyfe führen könnten. 

I * ' ‘ ‘ ’ ’ 

•Vierzigfie Aufgabe. 

322. In einem gegebenen Viereck ein 
Quadrat zu befchreiben. 

Es fey ÄBCD (Fig. 125.) das Viereck, mnpq das 
gefuchte Quadrat. Da ich das Viereck kenne, kenne 
ich auch feine Winkel. Wäre nun noch ein einziger 
von denen bekannt, die durch die gegenfeitige Lage 
des 'Vielecks und des Quadrats _ beftimmt werden, 
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tz. B. Bmn, fo würden alle andern durch fimple Ad- 
ditionen und Subtractionen erhalten. Hätte uian die 
Winkel, fo brauchte man nur den abfoluten Werth 
der Seite des Quadrats zu fuchen, wozu das Verhält- 
nifs der Seiten eines Dreyecks mit dem Sifius der ge- 
genüberllchenden Winkel leicht führt. Ich nehme 

alfo als Unbekannte die Seite mn und den Winkel 
Bmn, und nenne 
mn — V 

A ** , 

Bmn — s 

Die 4 Winkel des Vierecks — A, B, C, D 
* * . AB — m 

BC—n ■ ' ' 

CT) ~ P 

. ITA- q 

den rechten Winkel — * 

So erhalte ich 

A 

Amq — x — r 

Aqm — » — A + z 
J)qp — A — z 
Dpq — 2 * — I) — A + z 
mnB — 2 t — B — z 

A 

pnC — B + z — t 
77 pC — 5* — B — C — s 
Jetzt ift cs leicht, die Linien der Figur zu be- 
rechnen. 

Das Dreyeck Bmn giebt 

Brt : mn — ßn Bmn : ßn mBn , 

oder 

ßriB 
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und 


ft- y . ßn fß 4- *) 

Bin — • i-s — g — 

Jm B . 

Eben fo giebt das Dreveck Amq 

Jim = ££ä 

Jin A 

„ das Dreyeek npC 

ÜC = - 

//i c 

Subfiituirt man diefe Werthe in folgende evidente 
Gleichungen 

^AB oder m — Am -f- 23//1 
23G' oder n — 2?« -J- CVz 
fo hat man 

— y co /(^— *) , y ■ Jin(B-\- z) 

JinA *■" y?Ai B 
y ßn z > j(2? + C-l- j) 


m 


CA) 


alfo 


71 Jinj B ßn C 


(B) 


m . y?/z . y?/i C . ßn z — m ßin A . ßm B . co/‘ 
(2? + C + c) 

— n . ßn B .ßn C . coß(A — z ) + « finA.ßnC.' 
ßn (23 + z) 

Entwickelt man die Quantitäten co/ > (B-{-C-|-~), 
co /' ( A — z ) ßn (B -f- s), fo hat man , nachdem man 
durch cof z dividirt hat, 

^ n.ßn A.ßn B.ßnC + 22 • ßn B.ßn C.cof A -\-m. 

m.ßnA.ßnC -f- ui ßn A .finB . ßn(B + G’J — /z 
ßn A.ß n B . cof( B+ C ) 
ßn A .ßn B .ßn C — n ßn A.ßnC.cofB 
323. Diefe Gleichung vom erften Grade zeigt nur 
eine Auflöfung an. Freylich gehören zu tgz z\vey 
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Bogen, da aber ihr Unterfchied — Cr ift , fo ift die 
zweyte Auflöfung mit der erften identifcb. 

Die Aufgabe in ihrer Allgemeinheit genommen 
hat 5 Auflöfungen, da der Punkt m auch auf der 
verlängerten Linie jcnfeits'^/, oder Ji feyn könnte. 
Sie würde alfo" auch auf eine Gleichung vom gten 
Grade führen, wenn nicht durch untere Wahl der 
Unbekannten die 5 Wurzeln rational würden, 

Ein und vievzigfle Aufgabe. 

324. In einem gegebenem Dreyecke, ein 
anderes gegebenes Dreyeck zu befc h rei- 
be n. 

Es fey ABC (Fig. ic6.) das Dreyeck, in dem das 
Dreyeck abc befchrieben werden foll, fo dafe die Win- 
kel a, b , c fich auf den Seiten von ABC felbft, oder ■« 
auf deren Verlängerungen befinden. 

Als Unbekannte nehme ich den Winkel Abc — z K 
weil durch ihn alle anderen gegeben find. 

Es füllen nun heifsen 

3 Winkel des Dreyecks AEC . ... A, B, C 

* gegennberftehenden Seiten A', Ji' , Q 

die 3 Winkel des Dreyecks abc . ... a, b, c 
die gegenüb erftehenden Seiten ...... a', b' } c* 

fo ift 

Ach — Cr — A — s 


Cba — Cr — b — z 


Bca — Cr — • c - 

A 

Bac “er — A 
Cab — b — C + z 


Acb — A - — c +- z 
B + c — • s 


•> 
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Jetzt kann man alle Segmente Ab, ffe , ßa, Bc t 

Ca, Cb leicht Hilden. Es ift nämlich 

-T- a . (in x 
Ac = - / — 

JmA 

cB — b-fi n (.A + B — <'+^) 
fin ß 

alf o 

r , a . fin x ~~b. fin (A-\- B — f-f s) 

, fmA + finB. 

oder wenn man mit fin A . ßn B mnltiplicirt 

C . fin A. fin B = a .finB .finz -f b. fin A,. fin 
[A -f- B—c -f- z'). . . . . (A) 

Durch Entwickelung von fin ( A + B — c + -) 
- erhalte ich 

C . fin A . fin B — { a finB -f- b .fin A tiof (A + •B—c)} 
finzzzzb.finA.fin^A + B — o)r“ 1 — finz 2 
alfo 

4 

2 C fin A , fin B fa fin B + b . fin A . 

(inz 2 — ßnz. * — 

{a .fin B -f b fin A .coJ\A +B — eff -j- bb. 

fin (A+ B — c)} 
fin (A + B — c) z 

' bb .fin C A + B~cf — CC.fin A z .fin B* 0 


{afin B-Vb finiA. coffi^B — c)f bb fin (AtB—c) 2 
eine Gleichung vom sten Grade, die doch 4 Auflöfun- 
gen giebt, da zu jedem Werth von fin z zwey ver* 
fchiedeae Winkel gehören, 
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Zwey und vierzigfte Aufgabe. 

325. Auf einer gegebenen Linie ]\TS r 
(Fig. 107.) einen Punkt A. zu finden, deffen 
Entfernungen AB, ylC , von .zwey gegebe- 
nen Punkten B , C in gegebenem Verhält- 
niffe ftehen. 

AB 

Es fey " ■ '= a, durch B und C ziehe ich die 

7 AC ' 

unbeftimmte Linie JiCH Ich theile den Zwifcheri- 
raum BC in dem gegebenen VerhältnilTe in II, d. h. 


ich mache 

Bll 

m~^ a 

oder 

BH: CR = a: 1 ’ 

oder 

Eil + CH:BH=a + 1 

alfo 

/ 

Bll= BC - 4 -, 
a-f 1 


Eben fo beftimme ich auf der Verlängerung von 
BC einen andern Punkt H* , fo dafs BH‘ , CH' auch 
in dem gegebenen VerhältnilTe ftehen, d. h. dafs man 

BH' s CE' — a : 1 

oder 

BH '• — CH 1 : BH' = a — 1 : a habe, 
woraus man * 

a , ■ 


BH'^= BC . 

a—i 


•rhält. 


' \ 
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Dann befchreibe ich auf H ft' einen Kreis, de/Tcn 
Umfang die Linie MN in zwcy Punkten fclineiden 
•wird in A , A ‘ , die beydc der Aufgabe Genüge 
leiften. 

Denn (199.) der Umkreis HAA'Il ift der geo- 
metrische Ort <dler Punkte, deren Entfernungen von 
den Punkten B , C in dem gegebenen Verhältnifte a 
liehen. 

Will man den analytifclfen Ausdruck von HIB, 
oder DA, fo weifs man, dafs 

im^^lilB . CR‘ — EH . CH ( 197 .) 

Nun ift wie vorhin 

ch = sc ~ : • . 

a t 1 

eil = EC — 

• a—i 


alfo 

m^=wc( 7 -^-~ 

\(a — i) z 


_ — n —') = 

(a ■+■ if j 



Alfo 

HR' — ea-.EÜ 


VA — a. BC 
und ' 

1 : a — BC : DA . 


Sollte man ftatt auf der gradeu Linie MN auf 
irgend einer Curve den Punkt A finden , deffen Ent* 
fernungen von zwey gegebenen Punkten in gegebe- 
nem Verhältnifte wären, fo würden die Punkte, wo 
der Kreis HAIE die Curve fchnciden würde, der 
Aufgabe Genüge leiften. 


. . Hi 

506. \Vare folgende Aufgabe zu löfen: 

S Punkte B, H, C find w illkiih rli ch auf 
einer graden Linie angenommen, man 
füll auf einer andern gegebenen Linie 
MH einen Punkt A finden, fo dafs, 
Avenn man von die fern. Punkte, zu den 
3 gegebenen Punkten B , JI, C 3 Linien 
zieht* die bcyden Winkel BAH, CAH 
gleich find, 

fo würde man nur einen Punkt H‘ fuchen müllen, 
fo dafs Ir 

BH : CH = BH' : CR' ' » 

Befchriebe man dann über HH' einen Kreis, fo 
würden die Punkte A, A', wo diefer Kreis die gege- 
bene Linie MN fchnitte, der Frage Genüge leiften. 
Denn wir fallen (199.), dafs der Kreis HAH auch 
der geometrifche Ort aller Punkte ilt, die fo liegen, 
dafs BAH — CAH 

327. Hätte man diefe andere Aufgabe: 

Wenn 4 Punkte B, H, C, D willkührlich 
auf einer gegebenen Linie angeno m - 
men werden (Fig. lCßO» aufserhalb die- 
x> fer Linie einen Punkt A zu finden, fo 
1 dafs, wenn man die 4 Linien AB, ÄH, 

, AC, AD ziehet, 

- BÄH — HÄC — CAD 

fo miifste man erft, wie vorhin, auf diefer Linie den 
Pünkt H fuchen, fo dafs 

*- BH i Ch — Bti' : CH! •, ' > 
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ilann den Punkt C' , fo dafa 

WC : DC — WC' : Uly 

Dann aber HH‘, und CC‘ zwey Kreife befchjrei- 
ben, ihr Durchfchnittspunkt A "wäre der gefuchte 

Punkt. 

* ( 

Drey und vierzigfte Aufgabe. 

■328* kl an kennt die 5 Winkel eines Drey- 
ecks , tind die Entfernungen der 3 Scheitel- 
punkte von. einem in derlei ben Ebene ge- 
gebenen F u n Ir t e, man f o 1 1 die 3 Seiten des 
Dreiecks finden. 

ABC (Fig. i£Q.) fey das gegebene Dreycck, D 
der gegebene Punkt. Man kennt alfo die 3 Winkel 
A, B, C , und ihre Entfernungen AD, BD, CD, 
man fucht 

SC — a 

- ’ JC— 1 ) 

AB ~ c 

Mit den Winkeln find die Verhältniffe der Seiten - 
gegeben, man braucht alfo nur den abfoluten Werth 
einer einzigen zu fuchen. 

Ich fange mit der Conftruction einer ähnlichen 
Figur an, indem ich zu er ft ein Drcyeck cibc befchreibe, 
■welches dem Dreyeck ABC ähnlich iß. Dann fuche 
ich einen Punkt d, der in der neuen Figur fo liegt, 
wie D in der alten, und ziehe die Einien ad. Ix T, cd. 
Die Dreyecke ABD , abd werden ähnlich feyn, alfo 
verhalten lieh die Entfernungen ad, bd, wie AD, BD, 
und find / folglich in gegebenem Verhältniffe. Be- 
fchreibt man nun (325.) einen Kreis , der der geome- 
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trifche Ort aller Punkte ifi, deren Abftände von a, b, 
fich wie AD : BD verhalten, fo wird diefer Kreis 
durch den Punkt d gehen. 

. Eben fo wenn man einen Kreis befchreibt, der 
der geometrifche Ort für alle Punkte ift, deren Ab^ 
ftände von a, c, fich wie AD : CD verhalten , wird 
diefer andere Kreis auch durch d gehen, d ift alfo 
gegeben und die ganze ähnliche Figur cpnftruirt, fo 
dafs man durch blofse Proportionen die gefuchten 
Gröfsen finden kann. Es ift alfo 


AB - 

AD . »E 

ad 


AD . ua 

ÄC — 

ad 

ÄD . Tic 

ÜC — 

ad. 


Wir kommen noch (332.) auf diefe Aufgabe 
zurück. 

Eben fo könnte man die Aufgabe auflöfen; > 

Wenn man alle Winkel kennt, die 
je zwey von den Kanten einer 3ek* 
kigten Pyramide bilden, und die^ 
Entfernungen ihrer 4 Scheitelpunkte 
von irgend einem Punkt im Raume, 
alle Dimenfionen diefer Pyramide zu 
finden. • 
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Vier und vierzigfte Aufgabe. 

* • 

— 3 - 9 * Zwcy Kreife AFBG-, .ACBD find ge- 
geben £Fig. ub-) und eine Sehne FG ift in 
einem von ihnen gezogen; dann foll man in 
den» andern eine Sehne CD von gegebner 
Grbfse ziehen und fo dafs die 4 Endpunkte 
I\ Gt C, D alle in einem Kreife liegen. 

Man ziehe die Sehne slB, und durch den Punkt 
ii, wo Ke die Sehne tG fchneidel, ziehe man im 
Kreife ACBD eine Sehne CD von der gegebenen 
Gröfse, Diele Conftruction folgt unmittelbar aus 

'( 306 )- , . 

Fünf und vierzigße Aufgabe. 

550. In einem gegebenen ff reife s ein 
Drcycck abc zu befchreiben (Fig. 130.), def- 
fen 3 Seiten durch 3 gegebene Punkte A, B, 

C gehen. 

Diefe Aufgabe gilt für fchwer und mehrere gvofse 
Geometer haben fich damit befchäftigt. Caftillon gab 
zuevft eine AufLüfung in dgn Berliner Memoiren vom 
Jab* 1776- Sie ift fynthetifch , fmnreich, aber ver- 
wickelt. Lagrange gab in demfelben Bande eine febr ' 
fchüne ganz analytische , deren Conftruction Lexell im 
4 ten Bande der neuen Petersburger Commentarien, 
auf Eulers Ermunterung gab. Er fügt hinzu, er habe 
Ke vergeblich auf d.ys eingefcliriebene Viereck anzu- 
wenden gcfucht, doch hat er bey der Gelegenheit eine 
interellante Eigenfchaft diefer Figuren entdeckt. 01 - 
tajano fand eine fehr elegante fynthetifche Auflöfung, 

die - 

• ’ ’ - 1 

- . ' . - ■ \ 
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die er auf alle eingefchriebenen Vielecke ausdehnte 
titid i*n 4ten Bande der Memoiren der Italiänifchen 
Gefellfchaft bekannt machte. Malfatti gab in dem fei- 

f 

ben Bande noch eine Auflöfung des fo allgemeiner s 

gemachten Problems. ’ _ .. ■ 

Folgende Auflöfung ift v^rmifcht und nähert fich 
der Lagrangifchen; Ich glaube nur die Anfetzung der 
Gleichung vereinfacht zu haben. Da Ge nicht auf 
das Dreyeck befchränkt ift, will ich fie fo aus- 
drücken: 

’ 'im 

In einem gegebenen K reife ein Viel- 

• , * k, * \ * .!i 

eck abede zu befchreiben (Fig. 131.), 
deffen Seiten durch eben fo viel gege- 
bene Punkte A, B, C, I), E gehen. 

/ ’ *. r . . *" * 

K fey der Mittelpunkt, man ziehe nach den geger 
benen Punkten die Linien KA, ÜB , KC, Bl), KE, 

_____ ______ _____ _____ a 

und nach den gefuchten Ka, Bb, Kc, Kd, 1 Ü. 

Es fey ferner 

r ~ Halbmeil’er des Kreifes 

n, b , c, d, e — AR , M, CR, JüFi, ER 

a', F, c‘, d‘, e' — AKB, BBC, CKD, DKE, EKA. 

Ais Unbekannte wollen wir aimchmen 
Aka — t , 

iBBb — u 
CKc r= * 

Dkd ~y 
, EKe = s 

‘ ' | * V. 

Dann giebt das Dreyeck AKb 
AK -f- FR 1 AR — bK — tg^ ( AbK + bAK ) : tg\ 

{AbK — bAK) r . - v 

II. , K 
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;• Da nun . . . . 

AbK + bÄK —fuppl. Akb ss fuppl. (AtiB + BKb) 
. = fuppl. (a‘ + u) 
fo hat man 

tgi ( AbK + bÄK) = 


tgi (fl* + u) 

F erner 

AbK — bÄK — baK — bÄK s= AKa = % 
alfo . 

tgi ( AbK — bÄK) = tgi t 

und 

l M V 

tgi t 




a + r : a — r — 

. . , t , 'j ‘ 

oder 
a — r 


tg i (fl* + u ) 
tgi a* + tgj u 


— tff i t . . 

«+r S i — tgi a‘ . tgi u 

und. daraus zieht man r i 

• * , « a—r a — r , , 

**** = ;+? - ■■£+-*• '***•***" 
tgi a' + tgi u T 

Jede Seite des Vielecks route uns eine ähnliche 
Gleichung geben, tvir haben alfo folgende Gleichun- 
gen ^ deren eben fo viel find; als der gegebenen 
Punkte 

. . , ä — r a — r . , 

tgl£ “ Züf ~r - Z+7 • ***** ’ *** “ 

*gi •* + tg i~u * 

. , b — r b — r , 

tg? u — h -+~ r — ^- r . tg a b‘ . tgi x 


tgi b * + tgi x 


,v 
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tgix 


_ c — r 
<j+ r 

c+ r • *8l c, ‘ J Hy 


*gl C + ig\ y 

d — r 

d — r 

d + r 

d + r • *g -i d ' • tg-z* 


tg£d' + tg | z 

e — r 

e — r 

e + r 

— * *8 * e ‘ * *8 1* 


tgi ef + tgi t. 


Aus diefen Gleichungen beftiramt man leicht jede 
beliebige Unbekannte, z. B. x. 

- i .1 

Aus der 3ten Gleichung erhält man x in Wer- 
then von y, man fubftituirt für y deflen Werth in z 
aus der 4ten Gleichung gezogen u. f. w. bis man 
lauter Werthe von u hat, die man durch die fite Glei- 
chung in tc ausdrückt. ) 

Obgleich diefe Rechnung etwas lang fcheint, fo 
wird lie durch die Symmetrie der Formeln erleich- 
tert, woraus man auch leicht ableitet, dafs die End- 
gleichung nie über den fiten Grad fteigen kann. 

Wir wollen der Kürze wegen 
‘ tgit — .• " ‘‘ 

ig~u — U> ■••• •• 

tgix — X ' 

*g\y — y' 

igi* — z' 

letzen, fo haben die gefundenen Gleichungen folgende 
Form: 

y . A + Bti* 


C + Du' 


/ 


K st 
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t A* + B'x' - - ». . 

“ “ 6' + EKv 
, A"+B"y' 

— C"+ D'Y 

_ ^4'" + B«'z* - - ; _ r . . 

ü" 4- Z)'"«' 

_ + J 3 "" . t> 

z ~ C’"" + 2 ?"" . . " * 
Subftituirt man in die erfte Gleichung für u‘ , deflen 
Werth aus der zweyten, fo -wird offenbar die neue 
Gleichung die Form 

_ A un ' + B"'"x' 

C"' u + D ,t,,, x' 

haben, alfo hat fie ihre Form nicht geändert; eben fo 
geht es bis zur Endgleichung, die alfo quadratifch 
werden mufs. 

Sechs und vierzigfte Aufgabe. 

\ S r . ' 

53t. Wenn von- den 4 Seiten und 2 Dia- 
gonalen eines Vierecks, 5 gegeben find, die 
6te zu finden. 

s ‘ : _ W , • ... 

Es fey ABDC (Fig. 133.) das Viereck und 
AB ~ m 
i AC — n 

BD = p V 

CD = q 
y ÄD — r 
BÜ — x 
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Firner • •' 

BBC =s x . > 

^y)c = jr 

ADB — z V 

wir haken folglich x =r j + r» alfö 

cof x — cof y . cof z — fin y . fin z 
oder . ■ 

ßn y . fin s = cof y . cof z — cof x 
quedrirt - ' . 

finy z . fin z 2 = co/" y 2 . cq/" 5* + co/* je 2 — s cof X. 4 
cof y. cof z 

oder , • f 

(i — co / 1 y 2 ) (i — cof z z ) — cof y z . cof z z + cof x*. 
— c cof x . cof y . cof z 

oder 

x + 2 cof x . cof y . cof z = c<f x 2 + cof y % + 
cofz % (A) 

Nun erhält man aus den 3 Dreyechen BBCy ABC , 

■4P B ; s. .. : :• J?: •'••• , •> •' '■'■■■■ •*••• ■ 

cof *= W + w ~ . f v • . 


cof y =3 


9 m 

qq + r r t- nn . 
2 qr 


co, 


Az— PP + rr ~ mm \ 
J . < 2 pr ‘ 


Subltituirt man diefe Werthe in die Gleichung (A) 
und multiplicirt mit l\pp qq rr, fo hat man 
fyppqqrr+ (pp+ qq—ss) (qq + rr — nn) (pp + rr— mm) 
“ rr (pp + qq — ssf + pp (qq + rr — nri) z + qq 
i (pp •+ rr — mm ) 2 .... (B) 
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Entwickelt man und fetzt • * 

mm, nn, pp, qq, rr, ss — p, v, », x, f, t 
fo kommt 

I 

(ftx*4- v»t+ jrvv+ gtfb tgg) + (ßiifh prg~h v*f 4- w») 
•*— (pVrH- pvx~b f<T)C 4* fix» + fif» + V*K+ »*f+ V*ff 4"»f* 

Diefe Formel ift, da p, v, * u. f. w. Quadrate 
find, ohne Zeichen zu verändern, auf alle corrcla- 
tive Syfteme anwendbar, d. h. auf die 3 Arten von 
Vierecken, von denen wir (105.) fprachen (Fig. 132, 
*33» 1340- 

Man erhält auch jede von den Gröfsen p, v, u. f. 
W. wenn 5 gegeben find, durch eine quadratiTche 
Gleichung daraus, und darauf m, n, p, u. £. w* 
da 

+ ' . ■ + m ■' ; 7 ■; v •* 1 

4- Y~ v— 11 u. f. wv ■ * ■ ■ 

' Diefe Formel ftimrtit mit denen überein, die De-" 

• . « * v . 

xell und Euler gefunden haben. Man kann auch durch 
den Lelirfatz (196 ) dahin komineri, diefer .Weg fchien 
mir aber der kürzelte. 

• ■ . .i- • 

332. Wir wollen die (3 a 8-) behandelte Aufgabe 
wieder vornehmen: 

i, ■ v. - f 'f 

Wenn die 3 Winkel eines Dreyecka 
'! gegeben find A . und dip Entfernungen 
ihrer 3 Scheitelpunkte von einem 4 te ü 
Punkte in derfelben Ebene, die 3 Sei-' 

| -V. ' ' ' '* 

t,en diefes Dreyecks zu finden. 

• ' i- > 

ABC fey das gefachte Dreyeck (Fig. 135.), D 
der gegebene Punkt, fa wird ABCD ein Viereck feyn. 




% • 
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in dem die 3 Selten AD, ffD , CD bekannt Gnd, 
dazu die VerhältniiTe unter einander der 3 übrigen 
Seiten. 

Es fey 

ÄB-ZZm 

„•'ifi 1 • •• AC — n 's . ; 

' ;] •: , BC — #«»,-. i ‘ > •• v •• r - " 

BD — p 
\, s , CD = t 

I ■ ^ — r , .. . . :i v 

fo wird die vorige Formel auf dies Viereck anwend- 
bar feyn. Man hat ferner 

s fi n C v t ./• ' 

c 

fin j B 

Q J 


m 


n 


\ 


fin A 

Subftituirt man diele Werthe, fo enthält die For- 
mel nur eine Unbekannte, nehmlich s, die man leicht 
befthnmen kann. 

•? - • • ja; •• • • 

333. Wenn die 4 Seiten, eines Viereck® 
gegeben find, und das Pj;o 4 uct feiner Dia- 
gonalen, diefe Diagonalen.au finden. 

Es fey ABDC (Fig. 13s.) da«. Viereck, die 4 g«* 
gebenen Seiten 

m — ÄB 

••• •» = au 1 

p = ifD \ 

q — CD * ; 

r, « die beyden unbekannten Diagonalen und 
■ rs = h 
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alfo 


■ .-.i = 1 ' .• ' 

_ hk , L . , hh 

SS — — d. h. a — — - 

rr e 


. :> *U 

: • . j 


Subftituirt man «liefen Werth von a in die For- 
mel, fo erhält man eine quadratifche Gleichung. 

334- 3 Kreife in derfelben Ebene find 
gegeben, einen 4-ten zu befchreiben, der fie 
all e b e rü hr e. «, ~ ■ 

A, B, C (Fig. 136.) feyen dte Mittelpunkte der 
3 Kreife, D der des gefuchten, der Halbmeller der 
3 gegebenen, «, 6, c, der des gefuchten — x 
AB — m 

’ JC - n ‘ . 

SB-p 

CD-q 

- JD =■ r ' 

BC- S * " 

m, n, s find nach der Vorausfetzung gegeben, und- 
wenn man x gefunden hat, fo ergeben lieh p, q, r, 
«furch «Tie Gleichnngen y ‘ A> f 

' p- b + - 1 ’ •’v' 1 ? 

• 'q-iVx ' 

. ■ 1 , ✓ T ' * ; * -V 

r- , * 4 1 2 * k 1 v* ' ’ 

- • r — a + x 

’#* 1 t - 1 

Es bleibt alfo nur x zu finden-, aber ABDC ift 
ein Viereck, man kann alfo darauf. die Formel (331.) 
anwenden, d. h. man fubftituirt für p, q , r, die ge- 
fundenen Werthe in x, fo bekommt man am Ende 
eine quadratifche Gleichung. , 

Ich führe <Ee Rechnung nicht aus, weil die Auf- 
gabe von Geometern des erften Ranges, Vieta, New- 
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ton, Euler, Gunfs , fchon behandelt ift. Mein Zweck 
war nur zu zeigen, dafs die Formel fehr vieler An- 
wendungen fähig ift. Nachher werde ich fie auf die 
Berechnung der Vielecke und Polyeder anwenden. 


Sieben und vierzigfte Aufgabe. 

33 o- Wenn, man die 4 Seiten und 2 Dia- 
gonalen eines Vierecks kennt, die Seg- 
mente diefer Diagonale*) zu finden, und 
diejenigen Segmente, welche entliehen, 
wenn man die Seiten bis zum Zufammen- 
treffen verlängert. (Fig. 157.) ' .. , . 

Es ift. genug, wenn 5 von den 6 angeführten 
Stücken gegeben find, um die übrigen zu beltimmen,, 
aber da man durch > die vorige Aufgabe aus den 5 
das 6 te finden kann, fo wellen wir fie hier alle 6 als 
gegeben betrachten. ■- ' ■> 

H fey der Durchfchnittspunkt der beyden Diago- 
nalen, F der der verlängerten Seiten' AB, CD und G 
. '* ______ _____ 

der der verlängerten Seiten AC, SD. Man foll alfo 

» ' > ( • 

beftimmen '■ ' 

1) die 4 Segmente SD, CJT, DÜ auf den 

Diagonalen.!. * '■" * •-■*••• *• * ' . , z 

2) die 8 Segmente AP, SP, CP, DP, AG, SU, 

CG, DG auf den verlängerten Seiten. 

' ’ . '*:»«> rr <; r P . ■ ’ r ' 

’ ' 1 . 

ti’.’i ! v . • "•••'.•• • ’u ’ ‘ • V" i 

■ . i ' I T * ’» . > ’ , : »*...* ( ' ■ ' • ..< 

_ .. : -\>-h «*•,.» ■ n*,.- • •< : . 

: .. r * • ■ •• > «••• • :• 
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Es f eyen 


JJR—x 

AB _ m 

CH- y 

JC — n 

ÄH — u 

BO ~ p 

DH — v 

CD- q 

' . * 

AD ~ r 


BC — s 


Die Dreyecke ABC, BDC geben (196.) 
uus — mrny + nnx — sxy 
ws — ppy + qqx — 

' Subtrahirt man, nnd bemerkt, dafs * , 

w — uv, — (v + u) (v — u) — r (y — u) * 

•• » ■, 

fo hat man 

1 sr (t> — u)~y (pp — mm) + x (qq — nn) 
und eben fo 

? sr (y — x) — u (qq — pp) + v (nn — mm) 
aber • . - - 

v — r — u 
.. y — s — x 

aKo nach Rcductiqn .. . . 

( s {nun + rr — pp ) — 2 sru ZZx(mm + qq — nn — pp) 
r(mm + as — nn) — 2srx — u (mm + qq — nn—pp) 
Elimiuirt man u, fo erhalten wir < . 

• I ‘ ■ t ' /• ■ ‘ v • • • ' - * . * 

* (mm + rr — pp) . (mm -{- qq — nn — pp) — 2 srr 

(mm 4 - ss -y^nn) 

X (mm + qq — nn — pp) z — (2 sr) 2 

Die 3 andern Segmente finden fleh durch ähnliche 
Gleichungen. Man fleht alfo, dafs, wenn die Seiten 
und Diagonalen eines Vierecks gegeben find, jedes 
der 4 Segmente auf den Diagonalen durch eine Glei- 
chung vom erften Grade erhalten werden kann. 
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Eben Io kann man die 8 Segmente auf den* ver- 
längerten Seiten erhalten, mag man nun fie durch 
eine ähnliche Rechnung Tuchen, oder nach (101.) die 
Correlation der Figuren aufftellcn. 

Kat man die Segmente der Diagonalen , l'o TtanW 
man aus ihnen die der Seiten herlciten. 

Das Dreyeck ABU giebt mir (2*8 ) ; 

■ ; ÄD JPfi ZB C zz JSF . Aß . CTI v 

alfo weil 

BF zz ÄF — ÄB 
hat man , . i 4 , 

ÄF.DH .BC—ÄF.Äß.CH^ ÄB.ÄD .CH 

und folglich ,\ . f f _ .. r , 

jb. jD.cn 

• AF :o_ ~7' . ; ■ ■ 1 ~ ~z ' “ " L 

, UH . BC - DA . CH 

S I T , 4 

eine allgemein anwendbare Formel, da die einzige, 
Quantität darin, die invers werden kann, nur im Qua- 
drate vorkommt. 


• <• / 
1 .?V 


. • Acht und vicrzigfie Aufgabe. 

• j 53 & Wenn man die 4 Seiten und P Di»-- 
gonalen eines Vierecks ABCD iJ&ennt, die; 
Transverfale PQ zu finden, odie durch 
2 Punkte, Pj.Q, ,wi 11k Ähnlich auf den ge-y 
genüberftehe^iden Seiten AB, CD angenom-- 
nien gezogen wird. (F ig. »380 / J ■: . , j 

Ich ziehe die 4 Linien AQ, BQ, CF, DB, dann 
haben wir (196.) im Dreyecke. PDC 

' PQ. DC— P.D. CQ + PC. ßQ — jJÜ. DQ. CQ < 


:;t n ,v 
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Nun find, DD, DQ, CÄ$ nach der Hypotkefe ge- 
geben, man mufs alfo nur PD, PC fuchen. 

Eben fo giebt das Dreyeck ADB . 

FD. AB — BD. ÄP + JfDsBP. — AB. ÄP. BP. 
und das Dreyeck ACB 

PC. AB — AC. BP + BC*. ÄP — ÄB. ÄP. BP 


alfo 

AB.DCV . 4= ^ .■«* 


AP.CQ.BD + BP.CQ.AD+ BP.DQ.AC 
+ ÄP. Dg. BC) — 

— (ÄB.ÄP.BP.CQ + ÄB.ÄP.BP .D$ 
-f JB.DC.CQ.DQ)) 


Neun und vierzigfte Aufgabe. 

337. Das vollftändige Viereck mit fei- 
nen 3 Diagonalen in allen möglichen Fäl- 
len aufzulöfen. 

Man wird fich erinnern, dafs ich die Vereinigung 
von 4 in einer Ebene gezogenen graden Linien, ein 
vollftändiges Viereck nenne, dafs dies vollftändige 
Viereck 3 einfache Vierecke von verfchiedener Form 
trmfafst, wenn jedes 2' Diagonalen hat, die fich insge- 
fammt aber anf 5 Diagonalen reduciren lallen. So he- 

ßeht alfo mein vollftändiges Viereck aus 7 unbeßimmt 

* . < 

verlängerten graden Linien und umfafst 51 Theile 
(30 Linien, und 21 Winkel), von denen nur 5 gege- 
ben zu feyn brauchen, um .alle übrigen zu linden. 
Dies ilt alfo das Problem der Tetragonometrie, in fei- 
ner größten Allgemeinheit. 

Wir werden denfelben Gang beobachten wie (146 
u. fgg.) bey der Trigonometrie, d. h. wir nehmen 
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1 

willkvihrlich 5 davon ala Maafsftab zur Vergleichung 
und bilden eine allgemeine Tafel, in der alle 51 Theile 
in Werthen diefer 5 Vorkommen. 

Es fey alfo (Fig. 84 -) AFDG das vollftändige Vier- 
eck mit Feinen 3 Diagonalen AD, FG, BC. 

Wir wollen zu den 5 Gegebenen der Segmente 

ÄF, FE, BH, ITC, CG 

auf den*3 Seiten des Dreyecks ABC annehmen, fo 
hat man gleich anfangs durch (3 Form. £ 28 ) das 6te. 

Aus diefen 6 Segmenten findet man die 3 Trans- 
verfalen AH, BG, CF durch (196.). 

Dann kann man das Dreyeck ABH z. B. betrach- 
ten, das durch die Trans verfale CF gefchnitten wird 
und man hat (ifte Formel 228) 

ÄF. BC. DH = BF. HC. AD 
Eben fo hat man offenbar 
AM — ÄD + DH 

man kann alfo aus der Combination diefer Gleichun- 
gen AD und DH finden, wie auch BD, DG, CD, 

Tb. 

f • t - -- . 

Dann erhält man Ali und DK, durch folgende 
Gleichungen : 

1 ÄK.DH = DK. AH . . (4 Form. 228-) 

ÄD — AK + DK 

Durch den Satz (196.) findet man FG, FR, Gh. 
Die 4te Formel (228-) gicbt LF, 

. LF. GK — LG. FR 

oder 

LF. GK = (EP + FG) . TR 
Eben fo findet man LG, 


Digitizsd by Google 



ß 


155 

Lß, LC folgen ans den Gleichungen 
LB. CH — LC.Wll 

i •_ • 

LC — LB + BC 

So hat man fchon alle Linien der Figur, die Win- 
kel laßen fich leicht finden. Die -ganze Figur befiehl - 
nämlich aus lauter Dreyecken, deren Seiten bekannt 
find. 1 

Ift fo die Tafel für die Urfigur entworfen , fo 
ftellt man auch die allgemeine Tafel der Correlatio« 
für alle Figuren auf, die nach denfelben Formeln be- 
handelt wdrdcn können. 

r * * *• * , . 

. Funfzigfte Aufgabe. ■ • ’v 

533. . Das allgemeine Problem derPoly- 

» • T ■ " \ , , 

gonometrie zu löten, d. h. jedes in einer 
Ebene befchriebe,ne Vieleck mit allen Dia- 
gonalen zu beftimmen, wenn eine hinrei- 
chende Anzäbl Gegebener vorhanden iß. 
Man nimmt übrigens die Seiten und Dia- 

gonalen unbeftimmt verlängert an. 

ä 1 . i 1 • r « .. 1 • / * ' * • 

Man reducirt die Aufgabe auf die Bildung einer 

Tafel aller Quantitäten, die als Theile des vorgelegten 
Syftems Vorkommen, indem man diefe Quantitäten, 
wenn das Vieleck n Seiten hat, durch Werthe von 
sn — 3 unter ihnen ausdrückt. 

Dies angenommen fey ABCDEF (Fig. 139.) das 
gegebene Vieleck. Ich nehme als Mittel zur Verglei- 
chung eine Seite wie AB, und ihre Entfernungen 
CA, CB, DA , DB u. f. w- von allen andern Winkeln 


\ 
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zu den erften A , B , vvodurch in der That die Zahl 
von an — 3 Gegebenen herauskomint, 

Wenden wir nun auf die Vierecke ABCD, ABDE, 
ABEF, u. f. av. die AB zur Grundlinie, und jedes 
eine von den Seiten haben, die nicht unter denen be- 
griffen find, durch die Avir die andern ausdrük- 
ken AA r oIlen, die Formeln der vorigen Aufgabe an, 
fo findet man alle ihre Seiten , Diagonalen u. F. av. 
und erhält fo die gefuchte allgemeine Tafel, avo- 
durch man alle Aufgaben, die das Vieleck betreffeil, 
auflöTen kann. 

Das Problem Ayird Aveit einfacher, Avenn man 
das Vieleck ohne feine Diagonalen betrachtet, denn 
dann find immer nur 3 Unbekannte zu finden, alfo 
auch nur 3 Gleichungen zu bilden. Diefe 3 Gleichun- 
gen giebt uns die Eigenfchaft an die Hand, dafs in 
federn Vielecke jede Seite gleich der Summe aller an- 
dern ift , Avenn man fie refpective mit dem Cofinu8 
des Winkels multiplicirt , den fie mit der erften bil- 
den. Man braucht alfo nur, um die 3 Gleichungen zu 
haben , diefen Satz auf irgend 3 Seiten des Vielecks 
anzuAvenden, Avobey die Wahl diefer Seiten die Rech- 
nung mehr oder Aveniger vereinfachen wird. Ich 
kann hier nicht aufs Einzelne gehen, überdiefs find 
fclion die Vierecke in 2 fchonen Differtationen von 
Lexell in den Petersburger Memoiren, und die Viel- 
ecke überhaupt in L’huillier Polygonometrie behan- 
delt. Beyde gingen von etAvas andern Grundfätzen 
aus als ich; mir genügt es, an einem Beyfpiele zu 
zeigen, Avie man in jedem Fall, von dem meinigen 
ausgehend, die 3 Gleichungen bilden kann. 
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Es fey alfo ABCDE (Fig. 139.) ein Fünfeck, 
worin alles gegeben ift, nur nicht die Seiten AB, 

_ A 

BC, und der eingefcliloffene Winkel ABC. 

- • A' ■i 

Den Winkel ABC — B giebt die Gleichung, wo 


x — 90° 


A+B + C+ D+ E- 6 r 


alfo 


Bzz 6 x — (A+ C+ D+ E) 

Da B bekannt ift , fo brauchen wir nur fl Glei- 
chungen, um . j ■ 

AB — X • 

BC = y 

‘ • . . *• r * 

au finden. Wir haben alfo 

X.— ÄE . Sof AB Ä~E . 4 - ED . cof AB ED + DC 
cof AB DC + y cof AB CB 
yZZx.cofBC BÄ + AE.cofBC AE + ED .coßf^EÜ 
■+ DC . coj BC DC , ^ 

Nun ift aber / , 

AB ÄE — A ' ■:.'■■■ 

und wenn man AB, DE verlängert, bis fie lieh in rn 
treffen, fo hat man 

AB ED — ArtiE — A + E — 2* 

Eben fo 

ÄB DC — 4 * — (4+ E + D) 

und. endlich , 

JE CB — B 

die erfte Gleichung wird alfo 

x—ÄE.co/A—ED.cof^A+ E) + D C cof (A+ E+D) 
+ y,cofB 1 . i 

, . Durch 
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Durch ähnliche Betrachtungen wird die 2te 
x cof B — AE . cof (B + A) *f* EUcof(B ■+■ A + E) 

4 . DCeofC; 

lineare Gleichungen, aus denen man leicht den Werth 
von x und y zieht. 

Diafe Art der Vielecke ohne Diagonalen u. f. tv. 
zu betrachten, nennt man gewöhnlich Polygonometrie. 
Aber die vorige Aufgabe ift weit allgemeiner gefafst: 
ich betrachte darin das Vieleck mit allen feinen Dia« ■* 
gonalen und ins Unendliche verlängerten Seiten , und 
umfafle auch die Vielecke, die nicht in einer Ebene 
liegen, auf die auch der obige Grundfatz anwendbar* 
aber für die er unzureichend ift. 

i / 

Ein und funfzigfte Aufgabe. 

339 * Wenn von den 3 Winkeln,, die an 
der Spitze einer dreyeckigten Pyramide 
durch die 3 Kanten, die ficli da vereini- 
gen, gebildet AVer den, und den 3 Wimkeln, 
die eben fo an einer andern Spitze derfel- 
ben Pyramide entftanden find, 5 gegeben 
werden, den 6 teil zu finden. 

Es fey DBCA (Fig. 140.) die gegebene 3eckigte 
Pyramide. Ich vergleiche die Spitzen D, B , und Tu- 
che das Verbältnifs zAvifchen den 3 Winkeln BDC-, 
ADC, AJÖB, und den 3 Winkeln D&C, ABC, 
DBA. 
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s I 

Es fey 

BDC — a 

, ABC ~ b 
AI)B = c 
BBC — a< 

AÖC — b ' 

DBA — c' 

Das Dreyeck BCA giebt 
CA-DÜ+ DA- aTJC. BÄ. cofcf)A 

Eben To haben wir 

ÜA — BC + BÄ — ÄSC .BÄ. cof CBA 
aus beyden Gleichungen folgt 
(BC — BC ) + {DA — BA) — 2 TxJ . BÄ. cof CBA 
+ ÖBC . BÄ . cof CBA — o 
aber wir haben auch 

SU _ fin BDC 
BD ~ fin DCB 
PC _ fin B BC 
~ SB ~ fin DCB 

SÄ _ fin BBA \ 

BD ~ fin DAß 
BÄ _ fin DBA 
BD ~ fin DÄB ' 1 

Zieht man aus diefen 4. Gleichungen die Werthe 
von h L , BC, BA, BA, und fubftituirt in der vor- 
her gefundenen Gleichung, fo haben wir, wenn wir 
alles mit BD diyidiren, 
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ßn DB C 2 _ fin BDC 2 fin DBA 2 _ fin B D A* _ 

fin DCB 2 fin DÖB 2 fin D AB* fin DAB 2 ~ 

r nA*] in DBC . ßn DBA 
2 coj . CDA/- *-• - • . 

fin DCB .fin DAB 

r ^&^fi n B ^ C ' fi ' 1 EB)A ^ s a\ 

2 ccfi . CBA 1 J- — . 4 . (A) 

.... fin DCB +fin DAß 

Diefe Gleichung enthält noch die Winkel DCB, 
DAB, die eliminirt "werden miilTen, welches leicht 
vermitteln der Gleichungen 

fin DCB ~ fin (a + a 7 ) 

fin DAB — fin (c + c 7 ) gefcliieht. 

Subftituirt man diefe Werllie in (A), fo erhält 
man , 

Jina' 2 


fim{a/r a'Y 
2 cofb 

2 cofb 7 


Jina 2 fi nc /z ßn? 2, 

fin{n + a‘Y firi(c+ c 7 ) 2 fin{c+ c') 2 


ßn a' . fin c' 


fin (a + a' j fin (c + c 7 ) 


fin a . ßn c 


fin ( a + a‘j fin (c + c 7 ) 


. . . (B) 


Um die Nenner herauszufcbaft'en, braucht man 
nur mit fin (a + a 7 ) 2 fin (c + c 7 ) 2 zu multipliciren, fo 
kommt 

{fin a /2 — fin a 2 } fin (c + c 7 ) 2 + { fin c 72 — fin c 2 } 
fin («+ a ') 2 — 2 fin («4- a‘) fin (c 4- c 7 ) {fin a‘ . ‘ , 

, fin c 7 . cof b — fin a . fm b . cof b 7 J '* 
aber da ’ 

fin a‘ 2 — - fin a 2 — fin (<i 7 4- «) fin (« 7 — a ) 

• fin c 72 — fin c 2 — fin (c 7 4; e) fin (c 7 — c) 
fo erhalten wir durch Subftitution diefer Werthe und 
Divifion mit fin (a 7 4- a) fin (c 7 + c) 

L a 
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ßn (a* + ä) ßn (c‘ — c) + ßri (c, 4 + c) ßn (a' — n)_ . 
ßn a‘ . ßn d . coßb — ßn n . ßn c . co/ b f . . » (C) 

• 340. Wenn die Kante Dß fenkreclvt auf der 

Ebene BCA (teilt, fo wird der Winkel CAB , die 
Projectioiwles Winkels CDA , und DBC, D&A find 
rechte. Nennt man nun den rechten Winkel sr, fo 
hat man • 

( af n 

, C 1 T 

die Gleichung (C) wird alfo 

cof a . coß c— coßb — ßna .ßn c . coßb . . . (D) 
eine Gleichung’, die den Projcctionswinkel b' giebt, 
wenn man die 3 Winkel a, b, c, die an der Spitze 
diefes Winkels D gebildet werden, eliminirt. 

A 

Da in diefem Falle der Winkel BDC oder a das 
Complement von BCD, dem NeigungSAvinkel der Li- 

A 

nie BC anijBCA ift, und DBA oder c, das Comple- 
ment des Neigungswinkels von DA auf derfelben 
Ebene, fo kann man die vorige Gleichung in diefe 
Form fetzen: 

coß CDA — ßn PC B .ßn DAß 

co/DCB . cof D AB " * 

A 

woraus man den Projcctionswinkel CAB eines be- 

A 

kannten Winkels CDA in Werthen der Neigungswin- 
kel DCB, DAB erhält. 

541. Die Formel (D) umfafst in ihren Entwik- 
kelungen die ganze fphärifche Trigonometrie, Denn 
betrachtet man (Fig. 140, 141.) D nls den Mittelpunkt 

A A 

einer Kugel, fo werden' die 3 Winkel BDC, CDA , 
BDJ, oder a, b, c, die 3 Seilen ,des fphärifchen 


coßCslB 
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Dreyecks feyn , das auf der Oberfläche . der Kugel 
durch die Durchfchnitte der 3 Ebenen BDC, CDA, 
BDA , entfteht; und der Winkel CBA oder b' t d. h. 
der, den der Durchfchnitt der beyden Ebenen BDC, 
BDA bildet , wird der der Seite b entgegenftehende 
Winkel feyn. Nennt man alfo die 3 Seiten des fphä- 
rifchen Dreyecks a, b, c, die gegenüberftehenden Wim 
kel A, B, C, fo hat inan 



c' = C 

und die Gleichung (D) auf dies fphärifche Dreyeck 
angewandt 

cof a. cof c — cofb — ßna. finc.cofB 
und aus eben dem Grunde haben wir 
cofb . cof c—cof a — ßn b . fin c . cof A 
cof a . cofbzz: cof c — fina.finb.cofC 

Wir können alfo, wenn 3 von den 6 bey dem 
fphärifclien Dreyecke vorkommenden Theilen gegeben 
find, aus diefen Gleichungen die 3 andern befiimmen. 

340. Will man diefe Gleichungen direct fuchen, 
fo kann man durch eine einfache Rechnung dahin ge- 
langen. 

\ ■ s 

Es fey ABC (Fig. 14 2 ) das gegebene fphärifche » 
Dreycck, D der Mittelpunkt der Kugel, wir wollen 
die 3 Halbmefler DA, DB, DC , ziehen, und durch ' 
den Scheitelpunkt^, die beyden Tangenten AB', AC', 
fo hat man 

\ . , . ’ . * 

»>»• uv. \ • , , v . - ■. 

A 

^ • * i 
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■ ' ;i •• B'AC = A 
' • BBC — a 

CDA = b 
cßn = c ■' 

Die ebenen Dreyecke AB'C, BB / C / geben 
WC' - A~B‘ V Ä&- a AB' . AC. cof B'AC 
' JfC' = BW) + 7 ^ 2 )* ~ 2 . F 2 > . C^D . coJB'bC' 

zieht man diefe beyden Gleichungen von einander 
ab, und fetzt den HalbmeiTer der Kugel = », fo hat 
man 

Wß — AB' ' = i 
7W)'-ÄC'- i 

alfo\ 


i -f- AB' . AC . cof A — B'D . CD . cof ci — » 
oder weil 


AB' - 


/ — ß‘ 


’ in <* 


I:' 




AC — 
Wd — 
CCD — 


cof C 

— fin h 


cofb 

1 

cöfc 

1 

cofb 


•". + AJfiJiJu cafA ^ AA— 

coj b . coj c • J (coj b . coj c. 

oder i , . 

cofb . cof c — cof a — finb. fin c . cof A . wie vorher. 

343. Man kann bemerken, dafs diefe Gleichung 
fich unmittelbar aus dem folgern läfst, was (243 ) 
gefagt ift, denn AB' CD ift offenbar ein Viereck, 
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das nicht in einer Ebene liegt, welches nach dem 
Grundfatze (23g.) 

~AB‘ + JC*— 2 AB 7 . ÄCf cofB'AC' — UM* + EC* 

— 2 DU' . DC' cofB'DC 

. giebt, welches eben die Gleichung ift, die wir fanden. 

Man fleht, dafs diefe Formel das für fphäri- 
fche Dreyecke ift, was für gradlinigte Dreyecke die 
Formel > - - v- 

1 bb + cc — aa • . - ’ 

2 bc 

Nennt man in den Gleichungen (F) als Unbe- 
kannte cof a, cof b, cof c, und zieht ihren Werth 
daraus, l'o erhält man 

cof A.cofC — cofB -f- cofb . fin A.fin C 
, cof A. coj B~ cof C-\- cof ’c.fin A.finB 
cofB . cofC— cof A + cof a .fin B .fin C. 

Gleichungen, die mit den erften von einerley Ge- 
ßalt find und die man aus ihnen zieht, wenn man 
die kleinen und grofsen Buchftaben vertaufcht, und 
dann das Zeichen der Gofinus ändert; was man auch 
durch die Supplementär - Dreyecke beweifen kann. 

r . 

Zwey und funfzigfte Aufgabe. 

1 344. Die 3 Seiten eines fphärifchen 

Dreyecks ABC (Fig. 143.) find gegeben, 
de ffen Gr undlinie in 2 willkührliche Seg- 

I * , 

mente bey H getheilt ift, man foll den 

f V 

Transverfalbog-en AH finden, der durch 
yf und Jf geht. 
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ir 'Pie Winkel feyen 

A, B, C, 

die gegenüber liebenden Seite» 

CV y b . C y ' 

die beyden bekannten Segment* 
> a‘ y a 44 \ ' • ' * 


cof B — 
co/B = 


der gefuchte Bogen — b 4 
fo haben wir aus den Dreyecken ABC, ACH 
cof b — cof a \ cof c ' 

Jin a . fin c 
co fb‘ — 'cof ci ‘ . cof c 
Jin af . fin c 

daraus , 

coj'b 4 ~ {cofb — cof a . cof 0 } + co f a * • co f 0 •> 

Diefe Formel ift der analog* die wir für grade 
Dreyecke (196.) gefunden haben. 

* ■" WultiuScwt man tlles mit fin a, .Co kommt 
{cofb 4 — cof a 4 . cof c} Jina -ZZZ {coj'b — i cof a . cof c) 
fin et , 4 < 




Drey und funfziglte Aufgabe. 


345. Die 3 Seiten eines fphärifchen 
Drey ec ks ABC (Fig. 143.' find gegeben, 
und die beyden S, eiten BA, BC willkühr- 
lieh in G, H getheilt, man foll den Trans- 
verfalbogen GH finden. 

Zu den vorigen Bezeichnungen kommen nur 
die beyden Segmente BH, CH . . . . et 4 , a 44 
die beyden Segmente BG, AG . . . c 4 , c 44 
die gefuchte Transverfale Oft — b 44 
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Dann haben Avir 

cof b — cof a . cof c. 

Jin a . Jin c 


cof B 


cof B 


cof b' — cof a' . cof c* 

Jin a‘ . fin c‘ 


AITo 


cofb' — { cofb — cof a . cof ’c) .A " a _ ‘fi 'lJL. + C qf a' . cof c' 

Jlfl CI • lltl c 

Diefe Formel ift der (298-) für gradlinigte Drei- 
ecke analog. 

Schafft man den Nenner heraus, fo kommt 
{cofb 1 — cof a ' . cof c'\Jin a .fin c — {coj’b — c.oja . cof r} 
fin a f . fin c 1 


Vier und funfzigfie Aufgabe. 

' \ 

346. Wenn von den 6 Theilen eines 
fphärifchen Vierecks, nämlich den 4$eiten 
und c Diagonalen 5 gegeben find, den 6ten 
zu finden. 

... 1 

ABDC (Figl i 44 ) f ß y <f as fphärifche Viereck, 

AD, BC die beyden Diagonalen. 

Es fey 

bJc — a . 

BAD — A' 

CAD — A" 


■ ^ • 
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m' 


, cof m “ in " 
cof n ZZZ n" 

co fp—P" 

cof q ZZZ q“ 
coj'r — r u 
cof s — s // 


fiB — in, ßn m 
AC — n, ßn n — n' 

BD — p ßmp—p ' 

CB — q ßn q — q* 

Al)— r finr~ r ' 

BC—s ßnsz=is' 

Weil 1 

A — A‘ + A " . , , ■ 

fo haften wir 

1+2 cof A . cof A‘ . cof A" — cof A z + cof A ,% + 
cofA u± (A) 

Ferner gehen die Dreyecke BAC, BAD, CAD 


co 


ofA- 


n u — in" 


iv 


11V 


n ' 


co 


ofA 


7 - £ 


" — m"r" 


m‘r 


cof A " — — 




n"r 


tvr‘ 


Subltituirt man diefe Werthe In (A) und multi- 
plicirt mit m'm 1 .n'n' . rV fo kommt 
m'm 1 .n'n' . r'r' 2 (p" — m" . r") (q" — n n r ,r ) 

(s" — — m'm' (jf ‘ — n"r ,, ß ± n'n' (p u — m ,, r n y- 

+ r'r' (s u — ni“n 11 ') z 

Eine Gleichung, die nur die 6 Quantitäten ent- 
hält, deren Relation man verlangt. , * 

Setzt man in diefe Gleichung ßatt des Quadrats 
des Sinus die Einheit weniger dem Quadrate des Co- 
finus, und führt dann die angegebenen Verrichtungen 
aus , fo hat man < 
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i— ■\-p n p n ■\-q' l q" \-r n r u •\-s"s"^)\ 

+ (pi"m . q a q " + n n n“ ,p"p" + r“t" . s // 6 // ) | 

4 • 2 (m'!n' / s" + ni"p u r u -f- n"q"r n 4 ■p u q >i s"') j ° 
— £ ( m"n"p"q " -j- ni' / q li r‘ / s" -f- n"p ,i r ,l s u ) 

34 - 7 - Diefe Formel ift der analog, die wir (331.) 
für das gradlinigte Viereck gefunden haben. Jeder 
Cofinus eines Winkels, der darin- vorkommt, kann 
durch eine quadratifche Gleichung gefunden werden, 
wenn die andern 5 bekannt find. 

Man kann diefo Aufgabe auch fo ausdrücken: 

Wenn von den G Winkeln, w e 1 c h e die 

4 Kanten einer vierechigten Pyra- 
mide, zu z weyen verbunden, bilden/ 

5 gegeben find, den Gten zu finden. 

Fünf und funfziglte Aufgabe. 

-1 • ■ ■ " , » 

348 - Wenn von den 6 Winkeln, welche 

von den Seitenflächen einer 3eckigten Py- 
ramide, zu z weyen verbunden, gebildet 
werden, 5 gegeben find, den Gten zu 
* finden. , 

Es fey ABC (Fig. 145 ) die Grundfläche der Py- 
ramide; auf fie lege ich die Seitenflächen nieder, und 
ftelle fie durch die Dreyecke ADB, ADC, BDC vor. 
Es fey 

TCD — A 
ACD = B 
, ABD — C 
ABC — D 

•%. . 

/ 

{ 
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Die Winkel, die diefe Flächen zu zweyen ver- 
bunden bilden, bezeichne ich fo: 

CD — m I 
BD ZZ n 

AD — r ' • 

BC = » 

AC — p ■ 

— qr 

Wir haben alfo nach (3540 folgende Gleichungen, 
wenn wir die Cofinus der Winkel wie vorhin be- 
zeichnen : 

^ rr Bq» 4- . Cp" 4- Dr " 

B — Aq" + Cs" + Dn" 

C— Ap " -f Bs" + Dm" 

D — Ar" + Bn" + Cm" 

Eliminiren wir 3 beliebige der Quantitäten A, B , 
C, D, fo verfchwindet diente von felbft als gemein- 
fchaftlicher Factor aller Glieder, und die Gleichung 
wird 


{1 — m"m" — p"p" — r "r " — 2 m"p"r "} . 

"n"s") 


— m"m" — ri'ri" — s"s" — 2 m 

— {m"n"p " 4- m"r"s" 4- n"r" 4- p"s" — m"m"q " 

, +q ,/ } z —° 

oder wenn man alles durch 1 — m"m" dividirt 
1 — (m"m"-\-n"n"-\~p"p"-\-q"q"+r"r"+s"s ") ' 

4- ( m"m " . q"q" + n"n" ,p"p" 4- r"r" . s"s") 

— a(m"n"s " + m"p"r " 4- n"q"r" + p"q"s") 

— 2 ( m"n"p"q " 4- m"q"r"s" 4- n"p"F-"s") , 

Sind alfo 5 von den Winkeln gegeben, fo findet 
man den 6 ten immer durch eine quadratifche Glei- 
chung. 


. 


\ . ' 
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349- . Wir wollen annehmen, die 3 Seitenflächen 
J, B, C feyen unter einander fenkrecht, fo hat man 
, p" — o 
q" — o 
s" ~ o 

Die Gleichung "wird alfo 

1 — m // ;n // '+ n"n" + r y/ r' y 
wie bekannt ift. 

Nimmt man die Höhe der Pyramide unendlich an, 
fo werden m, n, r, rechte Winkel und ihre Cofinus 
— o; die Winkel a, p, q, fallen in die des Dreyecks 
ABC , dafs alfo 
# • s — A 

P ZZ B 

• q = c 

und folglich 

1 — e c°fA . cofB . cof C — cof A* — cofB * — coJ'C 2 ~o 
Eine Eigenfcbaft der Winkel jedes Dreyecks. 

350. W T ir Avollen uns vorftellen , aus einem 
Punkte innerhalb der Pyramide fey ein Perpendikel 
auf jede Seitenfläche gcfenkt. Diefe Linien werden* 
zu zweyen genommen, offenbar Winkel bilden, die 
die Supplemente derjenigen find, welche die Seiten- 
flächen bilden, d. h. berechnen wir das Perpendikel, 
das auf A fällt, mit A‘ u. f. w r . 16 hat man 
A^B' ~ 2 * — AB 
A'C' — a * — ÄC 

u. f. w. ' 

Bezeichnet man alfo diefe Winkel mit m y , 77', p‘, 
q r , r‘, s', d. h. 



1 


1 74 : 

OD< — m 
B'D< — n 

. U. f, AV. 

fo hat man ( 

m — c* — m* 

t * 

n - 2i — n‘ 

U. f. AV. 

• Subßituirt man «liefe Werthe von m, n, p, q, r, 
s in die obige Formel, fo giebt fie uns das Verhältnifs, 
das zAvifchcn m', n‘, p‘, q', r', s' befteht. 

Nun geben die obigen Gleichungen 
cof rn — — cof m* 
cof n — — cof nf 

u. f. w. 

die neue Gleichung Avird alfo mit der erften einerley 
Form haben, nur tlafs das Zeichen des 4 len Gliedes 
aus — , -F AA r ir«l. 

Da nun die Jlichtung «1er Seitenflächen der Pyra- 
mide beliebig angenommen AA'ard , fo kann man diefe 
Formel auf die 6 Winkel anwenden, die, zu zAveyen 
verbunden, 4 Linien bilden, die aus einem Punkte im 
Baume nach beliebigen Pachtungen gezogen find. Sie 
ilt alfo auch auf die 6 Winkel anAAendbar, die die 
4 Kanten des Scheitels einer viereckigten Pyramide, 
zu ZAveyen verbunden , unter einander bilden, alfo 
auch auf die 4 Seiten und 2 Diagonalen eines fphäri- 
fchen Vierecks. , 

551. Von den 4 aus einem Punkte ausgehenden 
Linien Avollen Avir 3 auf einander fenkrecht anneh- 
men, z. B. die eiftc, zAVeyte und dritte. Die Winkel 
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ni, n, s, ■werden allb rechte, und ihre Cofinus = o 
feyn. Aus der obigen Gleichung Avird dann 
cof p z + cofq* + cof r z = 1 
Eben daher Avird 

ßm p z + ßn q 2 + ßin r z rr 2 
d. h. wenn 3 beliebige grade Linien auf 
einander fenkrecht find, Co ift die Summe 
der Quadrate der Cofinus der Winbel, die 
fie mit einer 4 ten graden Linie bilden, dem 
Quadrate des Sinus totus gleich. Die Sum- 
me der Sinus eben der Winkel ift das Dop- 
pelte von der Summe des Cofinus. 

352. Stellt man fich eine auf diefer 4 * Linie fenk- 
rechte Ebene vor, fo find die Winkel, AA r elche die 
3 andern mit diefer Ebene bilden, die Complemente 
der Winkel, die fie mit der 4 ten Linie bilden, alfo 
Wenn 3 Linien auf einander fenkrecht 

J *v 

find, fo ift- die Sinn me der Quadrate der 

1 

Sinus der Winkel, die fie mit irgend einer 
Transverfalebene bilden, gleich dem Qua- 
drate des Sinus totus, und die Summe der 
Quadrate der Cofinus eben diefer Winkel, 
das Doppelte der erften Summe, 

l * 

Diefer Satz findet, Avie man lieht, feine Anwen- 
dungen auf die Winkel, Avclche die Kanten einer 
3eckigten Pyramide mit der Grundfläche eben diefer 
Pyramide bilden, Avenn diefe 3 Kanten unter einan- 
der fenkrecht find. 

Man kann zu denfelben Sätzen auf eine andere 
Art kommen, die ich hier entAvickeln AVer de. 

) 

fr f 

/ 
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353. Es fey AnB (Fig. 146.) ein beliebiger Win- 
kel. Wir wollen in feiner Ebene zwey auf einander’ 
fenkrechte Axen FF', 6 G' ziehen, und aus den Punk- 
ten A, Bi K die Perpendikel Äa' , Act" , Bb' , Bb ", 
BlF, Fih" auf fie fenken, und ftie Linie AB ziehen." 
Nun nenne ich die beyden Linien KA, KB . . . A, B 

den Winkel, den fie machen k 

die Projectionen auf FF', GG' von A . . a‘, a" 
fo haben wir . 1 

AB 2 = KA 2 + KB 2 — 2 KÄ. KB. cö/AKB . . . (A) „ 

Nun ift aber Aß die Hypothenufe eines Dreyecks, 
deifen Seiten ä/B' , a"b" find, alfo 
ÄB 2 — cFb ' 2 + a"b" z ~ (a'h'—b'hF 2 + (b"h"—a"k ") 2 
= («' — b ') 2 — (b" — a") 2 = a'a> + b'b'+ a"a" + b"b '• 
— 2 a'b ' — a"b" 

■ 

Eben fo hat man 

KA 2 — a'a ' + a"a" 

KB 2 == b'b' + b"b" 

Subftituirt man in den 3 erflen Gliedern der Glei- 
chung (A) die Wertbfe von AB, liA, KB, und im 
letzten Gliede A, B, h für KA, KB, AKB, fo hat' 
man, nach gehöriger lleduction, 

A . B . cof h — a'b 1 + a"b" . . . (B) 
d. Ii. überhaupt 

Wenn zwey gegebene Linien einen be- 
liebigen Winkel bilden, und wenn man in 
der Ebene diefes Winkels zwey auf einan- 
der fenkrechte Axen zieht, fo ift das Pro- 
duct der beyden gegebenen Linien in den 
Cofinus des Winkels, den fie einfchlie- 
f8en, gleich dem Producte der Projectio- 
nen 

- * 

f . ’ 
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nen diefer beyden Linien auf der erften 
Axe, wenn man noch dasPr'öd uk t dfer Pro- 
tectionen auf der aweyten Axe dazu ad- 
dirt. 

Wir woben die Winkel Welche KA refp. mit 
den Axen Fi',- b d 4 bildet, <i* , d ' 4 nennen, eben die 


Winkel 

von AJB, mit denfelbe» Axen ß 4 , ß 44 , fö hat 


man 

,•4 ** . h m!i i, * - .••"«’o* . 

.* •» - f 

üUi' ZZ ZR v cof a * kw.-Ie ,/ = • 


oder 




a 4 — A cof ** "• ‘ " » --***;.. 

*. . ^ 

V 1 . t. 

a n — A cof m u - * ' 1 ‘ • , >v.' 



fr — B cof ß 4 " > ■ \ "! 

fr' — B cof ß 4 4 :I >- :r " ’ 

Subftituirt man dicfe Werthe von a 4 , a", fr, fr 1 , 
in die vorher gefundene Gleichung (B), fo haben wir, 
wenn wir alles mit A . JB dividiren, 

' v 

cofh~cofu 4 .cofß 4 + cof*“. cofß i4 ~. , , (C) 
d. h. 

Wenn zwey Linien einen beliebigen 
Winkel bilden, und man in der Ebene die* 
fes Winkels, willkührlich zvPey auf einan- 
der fenkreChte Axen zieht, fo ift der Cofi- 

nus des Winkels» den die beyden Linien 

, \ 

einfchliefsen, gleich dem Producte der 
Cofinus der Winkel, welche jede von ih- 
nen mit der erften Axe bildet, wenn man 
dazu noch das Product des Cofinus der 
Winkel addirt, den jede von ihnen mit der 
aweyten Axe Mid et. 

II, - - - . ' ' M ■ • 
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n 3 3554- Diefe Theorie .umfafst den Fall, -wo man, 
Jletrden gegebenen Winkel auf 2 Axen in derfelben 
.Ebene zu beziehen,; ihn auf 5 fenkiecte Axen be- 

'* ““ t 

zieht. 

j- Wir brauchen n^r den Punkt ff, wo fich die 
beyden Axen fP BG* fchneiden, als die Projection 
einer 3 ten auf die beyden erden fenkrechten Axe zu 
betrachten, und die Punkte A, B , li als die Pro- 
jectionen der wahren Punkte, die fie vorftellen, fo 
haben wir ' . ; :J 

ÄB 7 — ÄK* + BK* — aJR.Mcofk. (A) 

wo diefe Linien die wahren Werthe der Entfernun- 
gen zwifchen den Punkten A, B, K, und nicht ihre 
Projectionen ausdrücken. ■ v 

"Wie man leicht überfieht, haben wir auch \ 

JÜÜ*— (oft-, 60 * + (b"—a'‘y _&///)* 

ZZa/a' + b'b'-b a"a n + b f 'b u +a'"a ,// + b u, b 0i 
__ uci'b'— aFb 11 — 2 a ,,, b t,t 
Eben fo 

.. / J£4 2 — a^af* +■ a'a' 4- n /// a /// 

KB 7 - — d'a* + b"b" + 

Subftituirt man diefe Werthe in die 3 erde« 
.Glieder der Gleichung (A) und reducirt, fo kommt 
,, A‘.B •cofK—g,‘b l + a"6" + d U4 b“ 4 ' (B) 

d. h. a , ,'r • . ' . , 

. 355: Wenn zyvey Linien einen Winkel 

jim Raume bildeu und man ihn auf 3 fenk- 
rechte Axen projicirt, fo ift das Product 
^er beyden Linien in den Cofinus des ein- 
gefchlorfen en Winkels gleich der Summe 
aus dem Produkte der Projection der bey- 


J Digitized by Google 



den Seiten auf die erfte Axe, dem ljroducte 
der Projectionen der beyden Seiten auf 
die z wey te Axe, und dem Producte der 
Projectionen eben derSeiten auf die dritte 
Axe. i 

Wir wollen die Winkel, die KA refpective mit den 
3 Axen bildet, , 

u', a '" 

nennen, und die 3 Winkel, welche KB mit eben den 
Axen bildet, 

ß', ß", ß"' .. , 

Dann hat man 

a' — A cof 

a u — A cof 1 r 

=: A cof 
6 ' — B cof ß * 
h“ — B cof ß u 
b'" — B cof ß" f 

Subftituirt man diefe Werthe in (A) und reducirt, 
fo kommt 

cojh— cof x 1 . cof ß'+ cof* 11 . cof (?"+ cof x ,u . cof ß nt (B) 

d. li. 

Wenn zwey Linien einen Winkel im 
Raume bilden, und man fie auf 3 f enk- 
rechte Axen projicirt, fo ift der Cofinus 
des Winkels, den diefe Linien bilden, 
gleich der Summe der Producte der Cofi- 
nus der Winkel, welche jede Axe mit den 
beyden Seiten des gegebenen Winkels 


bildet. 






• 

J ' 



..Ms 

% ' » 
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iB<f - * " 8rTf i T ~ r ~~ 1 

■ 1 ? Wird* K o, fö hat man \ 

' cofh == t f ‘ :r '• • * 

*' == V 

. ii P* . }.. . 

*/// “ 0'/' 

Öle Gleich tfng -wird alfo 

Co/ee /2 + cofa."* + Cofa a/1 ~ i 
welches der Satz (55 1 0 Ri* < 

‘ Zieht man in einer Kugel 3 untei- einander fenk- 
rechte Halbmeffer — R, und ftellt lieh einen 4teh 
nach beliebiger Richtung vor, den man wie zwey 
Halbmeffer betrachtet, die mit einander einen Win- 
kel — o bilden, und w*ndet die Formel (B) darauf 
an, fo haben wir 

A — R . 

£ — R u. f. W- 
cof h — i 
a‘ — b* 

a" — b" " • 

— b“' 

Die Gleichung wird alfo 

a'a ' + a"a n + a ,u a n ‘ — i 

ä. h. 

Wenn man in einer Kugel 3 auf einan- 
der fenkrechte Halbmeffer zieht, und au* 
ihren Endpunkten, die in der Oberfläche 
d'er Kugel liegen, Perpendikel auf irgend 
einen /j.ten Halbmeffer fenkt, fo ift die 
Summe der Qiiadrate der Theile diefea 
Halbmeffers, die von diefen Perpendi- 
keln und dem Mittelpunkt begrenzt wer- 
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den, immer diefelbe, und gleich dem Qua- 
drate des Halbmeffers. £s wird aifo, >ajic> 
die Summe der Quadrate diefer Perpfepdi- 
kel das Doppelte des Quadrats des Halb- 
meffers feyn. ' - _ 

Stellt man fich eine auf diefen 4 ten Radius fenk- 
rechte Ebene vor, fo werden dte_ Winkel, die die 
3 andern mit diefer Ebene bilden-., die Complemente 
der Winkel feyn, die lie mit der 4-ten Linie bilden, 
alfo ift - ' - r v - ' ; ? 1 ; 1 

Die Summe der .Quadrate der Pyojec- 
tionen 3er unter einander fenkrechten 
Halbmeffer einer Kugel, auf irge,n>d feiner 
Ebene das Doppelte des Quadrats des Halb* 
meffers. . - 

* f » - 1 " 

* } I - - ' • - t 

* ‘ Sechs und funfzigfte Aufgabe. 

V'. . ' l . I • . \ • t 

356. 3 K reife, mögen es gröfste oder 

.# ii > .i 

kleine feyn, find auf der Oberfläche einer 
Kugel gezogen, 'einen 4 ten Kreis zu finden, 
der die 3 andern berührt. 

Es feyen A, B, C (Fig. 1 470 die Mittelpunkte 
öder vidm Ar die Pdle der 3 gegebenen Kreife , D 
der des gefuchten. Wir wollen die 4 Punkte A, B, 
<E,D durch JBogea >Von grössten. Kreifen verbinden. 
Es ät jUat,N)dafs. die3.Boge» PA., DM* ,DC,:die yo» 
dem ’ Punkte - P ausgehen ■» t! durch die . Berührungsr 
punkte a> b ,: c., .des gefuchten Jireifes und der 3 ge- 
gebenen,' durchgehen werden. * . . ’ -v ..-.u 

* •• * •-•W . 1 : 4 . 1 »/ noluascH. rf :> cuh 
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Nnil wollen wir die Bogen Aa, Bb, Cc, refpect. 

«''“N 

a, b, cy nennen, und Da — Db ZZZ De — x 
: ■' Es fey noch 

• «' ••• ■- AB — mK ' 

AC—n *•■••• •’ 

' J > j£d rr p ' • ■* i’ • ; 

•j'ii ' CD «! • ■ #•; 

, AD — r - ■■ ■ • t x ; 

*j> < . -RC • ... ... e j t 

Wir haben alfo (346*) folgende Formel: 

- i (cof m * -f- eo / 1 n* + co/’ p a , + co / 1 co/* r* 

-• " “t* c oJ',8 z ) *4* * 

'■* v.iEs ift aber offenbar 

rC3 rt + x '< • '•* 

p — b + x 

q — c + x 

Subftituirt- man diefe Werthe ifl der Yorigen Glei- 
chung, fo kommt eine, die nur x und bekannte Grö* 
fsen enthält. 

’» ■ • • 1 ! 1 1 , : » * u o ■ ' . I .• 

, 1. : ; I r -f 

Sieben und funfzigßc Aufgabe. 

... - 357 - Vier Kugeln find ^jn.Ra^me gege- 
ben, eine 5te Kugel zu finden, die die 3 an* 
dem berühre.. , , ,s # » y 

E« 'feyen (Fig. 14ÖO -d* C» -D die Mittel- 
punkte der 4 gegebenen Kugeln ,?a, bs c, d ihre Halb- 
mefler, E der Mittelpunkt* der gefuchteti Kugel, R 
ihr Halbmeirer, m, n, p, q , ryaf die 6 bekannten Li- 
nien M, AÜ, BD, CB, AD, M; m/, nf, p f , q^ r', 
*' die 6 unbekannten Winkel AEB t AEC , u. f. w- 
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die ihren Scheitel in £ haben und auf den Linien nt, 
Ti, p, q, r, 3 liehen, fo^haben wir 1 - • • * 

JE + B E - JB 
Cq/V T. ,V 'aJE.BE '• 

Weil nun JB = m und . 

.ii : rr a +./-® , . ,♦? ; ; i 

\ BE ~ b -{- R • ' r . ■ ; 


fo haben wir , !(j ^ Jiioii ; - 


rolls 

: i • • ; >i 


Mi 


CO, 


„ . , (a + Ry + (b + Ry—mm _ 
-' 2(a + Ä; {b+ R)'^~* { 

r * i ( *j r»*) I '-jii* i !■ 


und eben fo ‘ ' 1 !rv 


. , frt + iO 2 + (c ± : R)*-nn 

“/ " = n „ + Jt ; Xc + Jt j ' -!> 

. 1 a + Rr + a+si'—pp 

;rj <*>/ P — a(6 + R) (d + R) 

U a) - c c+ R) z + (d+ Ry — qq 

1 ' - coJ 9 ~ a(c+ R)(d+ R) 

r / _ (* + R y + C d+ R y — rr 
C0 J r a (ci + R) (d, + R ) 

r . (b + Ry + je + Ry~Ji 

* Zwifchen den 6 Winkeln m* > n f , p* , q* , r r > &* 
hat man (346.) die Bedingungsgleidhung - 

\ *+* (cofm'* + coftf z 4” )+\ u. L wv - 

fetzt man in diefe Gleichung dieP eben gefundenen 1 
Werthe für cqf mf y cof n* , cojf \pEn. f,. w. fo er- 
halten wir eine Gleichung, in der R. die einzige Un» 
bekannte ift, uni die»i. wie ich glauhe , , nur quadra- 
tifch feyn wird; .da aber die Rechnung £ehr langwie- 

,V _ L ' f\~ • 

7 ll -j..- 
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*ig i#^i..obgl4»ifjlr ß^nfti/oaftige Schwierigkeit , fo be- 
gnüge ich mich fie anzudeuten. • t ;.- . ». .*■ .x 


Acht und .funfzigfte Aufgabe. 

r • ' * * 

358* Die allgemeine 'An fgabe der fphä- 
rifchen Tetragonomet'rie zülö'fen, d. h. in 
allen Fällen ein Viereck, das auä gröfsten 
Kreifen einer Kugel befteht, zulöfeü. 

j.-v. .8 tv; . t x .1 

Die Aufgabe \vird auf die Bildung einer allge- 
meinen Tafel der Theile des fphärifchen Vierecks re- 
ducirt, alle nur in Werthan, fo vieler anderer ausge- 
drückt, dafs dadurch der Refl beltimmt fe'y. 

Da die Auflöfung der ( 357 ) für das gradlinigte 
Viereck vorgetragenen ganz ähnlich Jft-, fo übergehen 
wir fie hier. _ £bep fo kann man die Methode (338.) 
befolgen, um fphärrfche Vieleck« (aus - Dogen gröfstei 

Kveife znfammengefetzt) aufzulöfen. 

*v> — • '.'f-M t 1 . 

hy’cv' ~-i *“ ‘ * 5 

Neun und fünfzigste Aufgabe. 

, 359- WjpPHiivon den xo I7ini‘fen, die 5 

Stin^te im Raume zu z weyen .verbünd« 11 » 
o gegeben Tind„ die lote z,u finden. . - 

J ° 0 0 .<; f _ lilv k . ,) H -St JSC 

Ai ? D, .E .(Fig. k 49 .) feyen die 5 P<mkte 
im Raume, und die. xo Linien i; - : ^->11,^«; »ibuc sjuA 
. JOfrrZZ:\iik‘y> . . nt Silin« 

-dl • v. -Aü ülr 20 a< -• !.*• Mfih >1 

jh.-' ' jLBbdStijr .* d 

-si.;. jB(L’-3ic • ■>.. >•.. .-SB A ybi yr c,- >l »üh. 

BD—p VE — z ' 
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Um eine Gleichung zu finden, betrachte ich- z. B, 
die 6 Winkel , die ihren gemeinfchaftlichen • Scheitel- 
punkt in JE haben , und die auf den 6 Linien , m, 
n> j p» <Jt r, f ftehen. Ich nenne fie refpective m', n', 
p' > q' > r' t s 1 . So habe ich ( 346 ») unter dem Cofi- 
nus diefer Winkel' die Gleichung; . • 

1 — ( cof m' z + cöfn /z 4- cof p' z 4 - . . , ) 4- ... 

In diefe Gleichung fetze ich für jeden Cofinus 
feinen Werth zu m, n, p, u. f. \y. wozu ich folgende 
Gleichungen habe: , 


cof m* — 
cof nf zz, 
cof p* — 
cof ?' = 


CO 


. cof P — 


xx 4- uu — mm 


2 XU 

«. i •;#,»* « 

uu 4- yy — nn 

. \ 

2uf 

* ■ f 

* / 

xx 4“ zz - — pp 

* ’ » \ 

2 XX 

' *v l /;* 

yy 4- zz — qq 

f k. ,V» 

ayz . 

t' • t ^ 

v ' t ’ 1 \ V ~ 

uu 4- zz — rr 


3 uz 

:-u*ä‘ . : ; 

xx 4- yy — ~ m . , 


ax J. -\ y 

• * 

i' ' ... 


Die Gleichung , die au» diefer -SubfiUutlon her- 
vorgeht, enthält keine Wurzelgrfifsen , und wird im- 
mer nach Art des quadratischen aufgelöfet wserden 
können, da fie fymmetrifch iftr, und fie z. B. für einen 
Fäh-, z. B. für x, To aufgalöfetwerdcn kaum: Man 
Wird in diefemFirfle, wenn alle! anrlerfc gegdbeto iUj 
leicht die Punkte B, JE mit dem Lineal nndbtZid 

kel finden können!, alfo mufs auch die Gleichung 

* 

- J ei L; Sru-l^t t fcuÜ iih /oh^a;^ 


• ffu 
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» 

durch eine Folge quadratifcher aufgelöfst werden 
können* 

. . t. . i ■ . % v t 

; . Sechszigfte Aufgabe. 

360. Das Polyeder in allen Fällen auf- 
z ul öfen. 

Ift die Zahl der körperlichen Winkel n , fo mub 

man, um den Reß beftimmen zu können, 3(« — 2) 
unabhängige Stücke kennen. Diefs ift alfo die Zahl 
derjenigen Quantitäten, die mau als Maafsßäbe zur 
Vergleichung brauchen mufs, und durch die in der 
zu bildenden Tafel die andern ausgedrückt werden. 

Es feyen A, B, C, D, E, F, (Fig. 150.) die Schei- 
tel des gegebenen Polyeders. Ich nehme die 3 Seiten 
des Dreyecks ABC , und die Entfernungen AD, BD, 
CD, AE, BE, CE u. f. w. aller andern Winkel von 
A, B, C als Mittel, die übrigen auszudrücken, wo ich. 
Wie gehörig, 3 (« — 2) Gegebene erhalte. 

Betrachten wir nun diefe Punkte zu Fünfen ge- 
nommen, fo haben Avir die Syfteme 
A, B, C, D, E 
■ r 0 ' I j A, B, C , D, F 

■rat i'.rv A, B, C, E, F 

1: - In -jedem diefer Syfteme ift nach der Annahme nur 
eine einzige Unbekannte: im erften die Linie DE; im 
zweyten, DF-, im, dritten EF. Wir haben alfo nach 
dfer Aufgabe ( 33 *-) fuccefßve jede diefer imbekannten 
Linien. - . 

Wir müflen jetzt die Winkel auffuchen, die 
zweyerley Art find, nehmlich durch diefe Linien un- 
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ter einander, und durch die Ebenen gebildet, die diefe 
Linien zu zAveycn enthalten. 

Da nun aber die Figur in Dreyecke aufgelöft ift, 
fo finden lieh die Winkel aus den Seiten fehr leicht* 
fo z. B. > 

ÄE 4 - 

■< . aÄE . CE-’ 

Die Winkel der Ebenen giebt die fphärifche Tri- 
gonometrie, fo z. B. in der Pyramide ABCE iß der 
Winkel am Scheitel FT, durch die beyden Seiten- 
flächen EAB, EliC gebildet, durch folgende Gleichung 
gegeben 

finAEB.finBEC 

361. Sind die Punkte A, B, C , D, E, u. f. tv. 
in einer Ebene, fo wird das Polyeder ein Polygon. 
Man kann alfo diefe Aufgabe als die allgemeine Auf- 
gabe der Geometrie der graden Linien und Ebenen be- 
trachten. 

362. Die in diefem Werke aus einander gefetzte 
Bildung der Tafeln, kann eben foAVohl auf die analyti- 
sche Geometrie, als auf »die Trigonometrie angewandt 
werden. Z.B.nra die Eigenfchaften der Pyramide aufzu- 
fuchen, nenne man die Coordinaten der 4 Scheitelpunkte 

. x, y, z 
k', y', ä' 
x", y n , z u 

y u, } ß „t 

und drücke alle Linien und Flächen in ihren Wer- 
tlien aus. Die Pyramide wird hier durch »a Stücke 

* * 
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beftimmt, da nur 6 nothig find. Aber man mufs Ach . 
erinnern, dafs unter den 12, 6 wiHkühriiche find, die 
dazu dienten, die Lage der 3 Certkrechten Ebenen zu 
beftimmen. Gewöhnlich verfchwinden diefe ■will* 
kührlichen Quantitäten als geraeinfcbaftliche Factoren 
bey der Rechnung, aber mitunter kann man auch die 
Rechnung fehr vereinfachen , wenn man ihnen für 
den behandelten Gegenftand paffende Werthe beylegt. 

Ich wiederhole noch einmal meine Überzeugung, 
dafs die hier vorgetragene Theorie, gewifs mit dem 
greifsten Nutzen, auf alle Theile der mathematifchen 
ünd phyfiko - mathematifchen Wiffenfchaften anzu- 
wenden wäre. 






i 


vl.;;. 


hi 
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j' .. Sechster Abfchnitt. - 

Beflimmung eines Punktes im Raume, und Veränderung 
feiner Coordinäten. ' "• T " J 

, F 



365. Jede Ctirve kann man als «Re Bahn eines Punk- 
tes betrachten, der nach irgend einem Gefetze im 
Raume bewegt wird. Den Ausdruck diefes Gesetzes, 
oder die Bedingungen diefer Bewegung nennt man. 
die Gleichung der Curve. Der Zweck der Gleichung 
ilt, die Gurve auf andere bekannte und feite Gegen* 
ft&nde zu beziehen, die man als Mittel zur Ver- 
gleichung braucht. So mufs, nachdem man diele 
Gegenftande wählt, die Gleichung andere Formen be- 
kommen. 

Da die einfachßen Gegenflände, die wir kennen, 
trtid die wir behandeln können, Punkte, Grade, Li- 
nien , Ebenen find , fo brauchen wir fie gewöhnlich 
als Mittel zur Vergleichung, und beziehen auf fie in 
jedem Augenblicke die Lage des beweglichen Punk- 
tes, der die Gurre befchreibt. Die Entfernungen die- 
fer fetten Gcgenttände und alle ihre Functionen bei- 
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fsen Conftanten, aber die Entfernungen des be- 
weglichen Punktes von den fetten Gegenftänden und 
die Functionen, worin diefe entriren, heifsen Verän- 
derliche. 

Eins der cinfachßen Mittel, um eine in. einer 
Ebene befchriebene Curve auf fette Gegenftände zu 
beziehen, ift, willkührlich in diefer Ebene o gewöhn- 
lich rechtwinklichte Axen zu ziehen, und die Rela- 
tion aufzufuchen , die vermöge der Gefetze , nach 
denen lieh der befchreibende Punkt bewegt, beftän- 
dig zwilchen den Entfernungen diefes Punktes von 
den beyden Axen bettehen mufs. Doch braucht map auch 
*wey fette Punkte, oder einen und eine fette Linie, 
oder wiederum einen fetten Punkt, und den Winkel 
an diefem Punkte mit “einer fetten Lipie u. f. w. 
Man lieht leicht, wie viele Arten es.giebt, die Natur 
der Curve durch eine Gleichung zwifchen zwey Ver- 
änderlichen auszudrücken, die man überhaupt C o Or- 
dinate n nennt. Um die Natur der Curve aus ver- 
fchiedenen Gefichtspunkten zu betrachten, befchränkt 

• t 1 

man lieh nicht auf eine Art, fondem nimmt nach und 
nach verfchiedene Mittel zur Vergleichung, und fucht 
für jedes Syfiem die Gleichung der Curve, da» 
nennt man mm das Syftem der Coordinaten ver- 
ändern. 

364. Die Kunft, die Eigenfchaften der Curven 
zu linden, ift eigentlich die Kunft das Syftem der Co- 
ordinaten zu verändern, wenn man fie in dem eben 
angeführten allgemeinen Sinne nimmt. Denn dadurch 
nimmt die Gleichung, die ihre Natur ausdrückt, fo 
viele verfchiedene Formen an, als man Verändern«* 
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gen macht, und jede diefer Formen ift eine neue Art, 
diefe CuTve mit den feften Gegenftänden zu verglei- 
chen, die man nach der Reihe als Mittel zur Verglei- 
fchung. braucht. 

Jede der Gleichungen, die man fo erhält,' zeigt 
durch ihre Form die Eigenfchaften der Curve, die 
Differentialrechnung nachher, unter welcher Gertalt 
man fie auch anwendet, die Tangenten, Normalen, 
Krümmungshalbmefier u. f. w. und alle diefe neuen 
Grüfsen, die lieh ftufenweife mit dem befchreibenden 
Punkte verändern, find eben fo viel Veränderliche, 
von denen man zwey als Coordinaten annehmen 
Kann. f 

Nimmt man, ohne die Gleichung für die Curve 
zu kennen, zwey fich entfprechende von dielen Ver- 
_änderlichen als Coordinaten bey irgend einer Lage des 
befchreibenden Punktes an, fo ift es leicht, die an- 
dern dem Punkte entfpreclienden Veränderlichen in 
Wertben von diefen auszudrücken, und bildet man 
fo eine Tafel, fo ift es leicht, wenn die Gleichung 
für die Curve gefunden ift, beliebig das Syßem der 
Coordinaten zu verändern. 

* 

365. Die Unvollkommenheit der Analyfe erlaubt 

nicht immer jede- Veränderliche in den Werthen der 

gewählten Coordinaten auszudrücken. Man mufs fich 

dann mit einer unaufgelöften Gleichung, zwifchen den 
« 

beyden Coordinaten , die man als Mittel zur Verglei- 
chung braucht, und der Veränderlichen, die man in 
die Tafel bringen wollte, oft fogar mit einer Difteren-' 
tlalgleichung zwifchen diefen 3 Veränderlichen be- 
helfen. r 



366. Ift nnn die allgemeine Tafel gebildet, fo ge- 
bürt fie ohne Unterfchied allen Curven an , weil fie 
gebildet ward, ehe man die Gleichung derjenige», di* 
man unterfuchen will, bannte. Um fie auf irgend 
eine Curve anrmvenden , mufs man aus ihrer Glei- 
chung irgend eine der Veränderlichen in Werthen der 
andern, und der Gonftanten ziehen. Dann giebt die 
Tafel alle Veränderliche zu Werthen einer einzigen 

ausgedrückt, und man kann fie leicht zu zweyen ver- 

» 

gleichen. 

367. Es fey (Fig. 15a.) irgend eine Curve, M 
der bewegliche Punkt, der. fie befchreibt, wir wollen 
willkührlich in der Ebene diefer Curve einen Ponkt 
A als Urfprung der Coordinaten annehmen, eine Li- 
nie AB als Abfcifienaxe ziehen , und von M auf AS 
das Perpendikel MP fenken , fo ift AP feine Abfälle, 
MP feine Ordinate, und wir haben zwey Veränder- 
liche , deren Verhältnifs, algebraifch angegeben, die 
Natur der Curve ausdrücken kann. 

368. Jetzt wollen wir uns durch den Punkt M ein* 

Tangente vorßellen. Diefe Tangente, die demfelben 
Punkte entfprechende Subtangente, Normale, der 
RrümmungshalbmelTer, find eben fo viel Veränderliche, 
die zu zweyen, ftatt der Abfcilfe und Ordinate, als 
Coprdinaten genommen werden könnten. Denn die 
Natur der Curve ift eben fo gut durch die Gleichung 
zwifchen der Normale und dem Krümmungshalbmef- 
tßi befiimmt, als durch die zwifchen Abfälle und Or- 
dinate, ; • 

: 369. Ziehen wir durch den feften Punkt A den 
Radius Vector AM, fo find diefer Radius Vector* und 

der 


Digitized by Google I 



der Winkel MAB neue Veränderliche, die man auch 
als Coordinaten brauchen könnte. 

370. Nehmen Avir noch willkührlich auf AB, einen 
zweyten feßen Punkt B, und ziehen BM, fo find die 
Winkel, MBA, PMB, AMB, die Linie PB, die Räu- 
me AMP , BMP, AMB eben fo viel neue dem 
Punkte M entfprecliende Veränderliche. 

371. Legt man durch die Punkte A, B, M, einen 
Kreis, verlängert MP bis an den Umfang diefes Rrei- 
fes nach H, zieht die beyden Linien AM, BM, und 
die Perpendikel AG, BP auf MB, MA, die fich in 
D , einem Punkte der Ordinate MP, fchneiden, zieht 
man von M den Durchmefler MM' , und eine Linie 

f A 

MH" , die den Winkel AMB in zwey gleiche Theile 
theilt, führt man diefelben Conftructionen bey den 
Winkeln A, B, H, u. f. w. aus, fo find die daraus ent- 
Aandenen Winkel, Linien, Segmente, eben fo viele 
Veränderliche, die dem Punkte M entfprechen, und 
aus denen man zu zweyen Gleichungen bilden kann, 
welche die Natur der Curve eben fo wohl ausdrücken, 
als die Gleichung zwifchen der Abfcilfe und der Or- 
dinate. 

1 ; 

372. Eine jede folche Gleichung (obgleich fie 
implicite alle gleich (find) kann fich von den an- 
dern durch die Form fo fehr unterfcheiden, dafs man 
die Identität fchwerlich erkennen würde. In diefem 
Falle drückt fie das aus, was man die vcrfchiedenen 
Eigenfchaften der Curve nennt. 

Eine der erften Aufgaben, die fich hier darbieten, 
iß die folgende fehr bekannte, von der ich nur in fo 
II. ' N 



weit handeln werde, um daraus einige neue Folgen 
ableiten zu können. ' 

Ein und fechszigfte Aufgabe. 

373. Wenn eine Curve auf zwey fefte 
Axen durch eine Gleichung zwifchen Ab- 
fciffen und Ordinaten, die diefen Axen 
parallel find, bezogen ift, diefs Coordina- 
tenfyftem fo zu verändern, dafs die neue 
Gleichung zwifchen Abfciffen und Ordi- 
11a ten ft att finde, die zwey neben gegebe- 
nen Axen parallel find. 

Es fey M (Fig. 153.) der befchrcibende Punkt, 
A der Urfprung der neuen Coordinaten, AP die Ab- 
fcilTe, MP die Ordinate, a der Urfprung der neuen 
Coordinaten, ap die neue Abfälle, Mp die neue Or- 
dinate. 

Ich verlängere die beyden Abfciflenaxen AP, t/p, 
bis fie lieh in Q fchneiden, und die Ordinaten, MP, 
Mp , bis fie auch die Abfdfienaxen in R, r fchneiden. 

Nun hängen AP, MP, ap, Mp vom befchreiben- 
den Punkte M ab, und find folglich Veränderliche, 
hingegen die Richtungen der 4 Axen ftehen in kei- 
nem Zufammenhange mit M, und find alfo confiant. 

Folglich find die 4 Winkel des Vierecks MPQp 
alle confiant, fo wie die "Winkel MRQ, MrQ. Eben- 
daher, weil die Lagen der Punkte A, a unabhängig 
von der Lage des Punktes M find, fo find auch 
yJQ , aQ confiant. Wir benennen alfo 


* 
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~ 195 , 

ÄP — X 

MP — Y 

a P_ — x , 

Mp — y 

AQ — X v 

a(J ~ a 

AlpQ — P • 

MpQ'—p 
MRQ — R 
. MrQ — r 
PQp - q 

Das Viereck 31PQp gieb t uns die Gleichungen 

A — X—Y .co/P + y cof r + (x — ä) cof gl 
x a ~ y.coj p + Y cof R + ( A — X) cof gj 

Ziehen wir daraus die Werthe von X, Y, durch 
x, y und Conftante ausgedrückt, fo ‘werden fie von 
der Form 

N 

X — fx + gy + h 
Y =■ fx + g‘y + h' 

feyn, -wo f, f , g , g' , h, h‘ Conftanten find, die 
mau leicht durch obige Rechnung beftimmen kann. 

Da beyde Endgleichungen für X , Y, nur vom 
erften Grade find, fo ift es angenfcheinlich , dafs die 
umgeformte Gleichung auf keinen höheren Grad als die 
gegebene fteigen wird. 

Sind von den conftanten Winkeln P, p , R, r 
3 gegeben, fo folgt der 4 te unmittelbar aus der: Glei- 
chung 

P — R — p — r 

■ ... : N s • 

• ‘ S * V * . 

l / - ' / ' 
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Vermitteln diefer Bedingungsgleichung, kann man 
ans den Formeln (A) jeden beliebigen Winkel eli- 
minirCn. 


374. Wenn die Gleichung zAvifchen den Coordi- 
naten x, y vom mten Grade iß, fo kann man fie of- 
fenbar unter diefe Form bringen: 

Fx m + Gy m 4 - Z + K—o 
wo F, G, Conftanten find, Z das Aggregat aller 
Theile , in denen x , oder y in einer niedrigeren Po- 
tenz Vorkommen , und K das conßante Glied iß. 

Für x — o verfch windet das erße Glied, fo wie 
alle Glieder in Z , in denen x vorkommt. Die Glei- 
chung enthält alfo keine andere Unbekannte mehr als 
y, und kann unter diefe Form gebracht werden: 

. Z' K _ 
jm+ _ + __ 0 

der abfolute Werth des Productes aller Ordinaten, die 

dem Punkte gehören, wo x — o iß, 

alfo 

— ä 

~ G 


Eben fo zeigt man, dafs für y — o der abfolute 
Werth des Productes der Abfallen 

... —K 

— F 

fey. . Bezeichnen wir alfo das Product der AbfcifTen mit 
(x) , das der Ordinaten mit (y), fo ift für den An- 
fangspunkt der Coordinaten 
0 ): (x) — F: G 

375. Wir wollen nun annehmen, dafs, ohne die 
Bichtung der Axen zu verändern, man nur einen an- 
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dem Anfangspunkt in der Ebene wählt, in der die 
Curve gezogen ift, indem man nur in der Gleichung 
für x, x' + s, für y, y‘ + t fubftituirt, wo s und 
t Conftanten find. Durch diefe Subftitution in der 
Gleichung 

Fx m + Gy m + Z + K — o 
wird fie 

Fx ,m + Gy /m + Z* + li' — 0 
an der fich nur Z, und K verändern konnten. Aus 
diefer Gleichung folgt eben fo wie vorhin, datis 

GO : O) = F : G 

Diefs Verhältnifs wird alfo nicht dadurch geän- 
dert, wenn nur die Richtungen der Axen fich nicht 
verändern, d. h. immer ihrer erften Lage parallel 
bleiben. / 

376. Wir wollen jetzt in der Ebene einer Curve 
eine beliebige AbfcilTenaxe AA‘ und verfchiedene un- 
ter einander parallele Ordinaten ziehn, die die Abfcif- 
fenaxe unter einem beliebigen Winkel fchneiden. 
Natürliche dem Punkte P entfpr echende 
Abfciffen follen die Segmente aP , a‘P, a“P hei- 
' fsen, die auf diefer Axe vdn der Curve und der Or- 
dinate begränzt werden. Hingegen die eigentlichen, 
den Punkten P , p entfprechenden Abfciffen find 
AP, Äfp, wo A, der Urfprung der Coordinaten, will- 
kührlich angenommen ift. Diefs angenommen, fo kann 
man den bewiefenen Satz fo ausdrücken; 

In jeder g eo metrifchen Curve verhal- 
ten fich die Producte der natürlichen 
Abfciffen, wie die Producte der cor- 
refpondirenden Ordinaten. 
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377. , Da diefelben Schlüße auf jede krumme 
Oberfläche angewandt werden können, fo dürfen wir 
daraus fchliefsen: - ' 

Wenn man irgend eine geoinetrifche 
krumme Oberfläche hat, und will- 
kührlicty im Raume zAvey Punkte A, B 
annimmt, durch diefe Punkte, zwey 
Paare unter fich paralleler grade n Li- 
nien, zieht, fo find die Producte der. 
Segmente, die zwifchen den Punkten 
^ und 5 , durch die krumme Oberfläche 
auf den erden beyden Linien abge- 
fchnitten werden, in demfelben Ver- 
hältniffe Avie die Producte der eben fo 
auf den andern beyden Linien beftimm- 
t e n Segmente. 

Denn AA r enn man durch die Punkte A und B eine 
neue grade Linie zieht, fo verhalten ficli die Producte 
der Segmente diefer Linie zAvifchen der krummen 
Oberfläche und den Punkten A und B foAvohl, wie 
die elften als die andern vorher erwähnten Pro- 
ducte. > , 

Es fey (Fig. 155 ) irgend eine geometrifche 
Curve in einer Ebene befchrieben. Wir wollen in 
diefer Ebene ivillkührlich 3 Punkte A, B , C, annjjh- 
men, und fie zu zAveyen, durch unbeftimmt verlän- 
gerte Linien verbinden., 

Nun fey 

(A*B') das Product der Segmente auf AB, ZAvi- 

I <* V 

fchen dem Punkte A und den verfchiedenen Ar- 
men der Curve; 
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(B'A') das Product der Segmente auf derfelben 
Linie zwilchen B, und den verfchiedeften Ar- 
men der Curve; 

(A'CO das Product der Segmente auf ÄC zwi- 
fchen dem Punkte A und den Armen der 
Curve ; 

(C'A‘) das Product der Segmente auf ylC zwi- 
fchen C und den Armen der Curve; 

(B'C‘) das Product der Segmente auf BC zwi* 
fchen B und den Armen der Curve; 

( C'B ') das Ikoduct der Segmente auf MC zwilchen 
C und den Armen der Curve; 
fo hat man 

(A'B>) ( B'C') ( C'A 0 =: (B'A') {C'B') ( A'C 0 

Um es zu beweifen, wollen wir durch den Win- 
kel A .zum Beyfpiel' die Transveifaie AH parallel 
mit BC ziehen, und das Product der Segmente auf 
AM zwilchen A und den Armen der Curve (A‘Ii / ). 
nennen. Dann haben wir (375-). 

C A'B') : (B'sP) — (A‘K‘) : (B'C) 

(C'A') : (A'C') — (C'B') : (A'K') 

woraus unmittelbar der Satz folgt. 

.Das Refultat, zu dem wir fchon (235.) kamen, 
hat das Merkwürdige, dafs es bey den Punkten und 
Linien, auf die man die Curve bezieht, nichts Feftes 
vorausfetzt, und dafs alfo die Gleichung der Curve, 
fo ausgedrückt, keine Avillkührliclie Gröfse enthält, fon- 
dern blos die Parameter, die die Geftalt, aber nicht 
die abfolute Lage der Curve im Raume beftimmen. 
Eben fo ift- es mit dem folgenden Lehrfatze. 
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Acht und dreyfsigfter Lehrfatz. 

379. Zieht man in der Ebene einer geo-, 

metrifchen Curve ein beliebiges Vieleck 
v ' 

A B CDE (Fig. 156.), verlängert feine Sei- 
ten unbeftimmt und behält die Bezeich- 
nung im vorigen Paragraphen, fo ift 

{A'B>) (B'C 1 ) {C'D') {D'E') { E'A' ) = {B'A') 

{D'C 0 {E'D') {A'E'). 

Zieht man die Diagonalen AU . AD, fo hat man 

{A'B') {. B'C 0 (OA‘) — {B'A') {OBO {A'CO 
{A'C') {C'DO {D'A') - {C'AO {D'C') {A'DO 
{A'D') {D'E'] {E'AO — {D'A') { E'D') {A'EO 

Aus der Multiplication diefer Gleichungen entfpringt 
die Formel des Lehrfatzes. 

58 o. Eben die Betrachtungen finden für eine 
krumme geometrifche Oberfläche ftatt, wie auch das ein« 
gefchriebene Vieleck befchafi’en ift. Wir haben alfo 
folgenden Satz. 

v. 

Neun und dreyfsigfter Lehrfatz. 

Wenn eine beliebige geometTifche kram- 

V 

me Oberfläche gegeben ift, und man im 
Raume irgend ein Vieleck ABCDE be- 
fchreibt, die Seiten unbeftimmt ' verlän- 
gert, und durch ( A'ß ') da« Product der Seg- 
mente auf AB zwifchen zf und den ver- 
fchiedenen Gegenden der krummen Ober- 
> fläche bezeichnet u. f. w., fo ift 
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(A'B‘) ( B'C ') (C'D') (D'E*) (E'A 1 ) — (B‘A r ) (OB') 
(D'C’O (E'D') (A'E') 

381. Werden alle oder einige Seiten des Vielecks 
Tangenten, fo find die Segmente auf folchen Seiten, 
au zweyen genommen, gleich. Es fey z. B. fghik 
(Fig. 157.) ein Kegelfchnitt, der in einem beliebigen 1 
Vieleck befchrieben ift, fo dafs f, g, h, i, k, die Be- 
rührungspunkte find, fo hat man 
(A'B') — Äf* 

( B'A 0 = Bf* 

(B'C') — Ef* 

(C'B') = Üg* 

, u. f. w. 

Die Gleichung venvandelt Geh alfo in 

Äf.Eg.Ch.TTi.M — Äk. EL Dh. Cg. EJ. 

38 o. Eben das hat offenbar für die Tangen- 
ten eines Körpers ftatt, der durch Umdrehung eines 
Kegelfchnitt es entftand , mag das Vieleck, das aus 
ihrer Verbindung entfteht, in einfer Ebene liegen oder 
nicht. 

383 . Ift der Kegelfchnitt in einem Dreyecke be- 
fchrieben (Fig. 158-) und ziefit man aus jedem 
Winkel A, B, C diefes Dreyecks, eine Linie nach 
dem gegenüberftehenden Berührungspunkt, fo hat 
man 

Äf .Bh . 7 % = Äg . Bf .CK 

Alfo fchneiden fich diefe 3 Transverfalen in 
einem Punkte D (024.), wie wir fchon (237.) be- 
'wiefen haben. Man kann folglich auf die Kegel- 
fchnitte die zahlreichen Eigenfchaften der vollftändi- 
gen Vierecke anwenden, • . 
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Z. B. zieht man fg~ und nimmt an, dafs diefe 
Linie, Ah im Punkte H fchneide, l'o hat man (225.) 

AH _ JK_ 

Uri ~ m 

verlängert man gj, bis fie ßC in l trifft, fo ift 

BL _ Bh_ 

CL ~~ Ch 

Zwey und fechszigfte Aufgabe. 

384 . Die Gleichung einer Curve ift zwi- 
lchen der Abfciffe AP oder Mp (Fig. 1 59 -) 
lind der Ordinate MP oder Äp gegeben, 
zweyen gegebenen Axen Ap parallel; 

das Sy Item der Coordinaten zu verändern, 
indem man als neue Coordinaten die bey- 
dcn Segmente MQ, Mq annimmt, die durch 
den befch reiben den Punkt M , auf einer 
Trans verfale Qq gebildet werden, die un- 
t e r einem be Händigen Winkel A'Q q , zwi* 
fchen den gegebeneu Axen AP , Ap gezo- 
gen ift. 

Es fey 

AP — .v , 

MP — y 
MQ — u 
Mq — v 
PAp — a 

AQq — Q > • 

AqQ = q 
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Man roll die Natur 'der Curve durch eine Glei- 
chung zwilchen u, v ftatt einer zwilchen x, y aus* 
drücken. ■ 

Wir hahen 

y : u = fi n Q : fin a 

alfo 

y . fin a == u . fin Q 

eben fo 

v . fin q — x . fin a 
und daher r 

„ — v • f' n 7 - 

fin a 




u . fin Q 
fin a 


man braucht alfo nuY diefe Werthe von x, y in die 
Gleichung zu fetzen. 

Durch diefe Umformung wird, wie man leicht 
lieht, der Grad der Gleichung nicht geändert. ; 

Man könnte auch als Coordinaten QM, Qq an- 
nehmen. Wir wollen diefe neue Coordinate Qq — z 
fetzen , fo ilt 

Z — U + V 


oder 

• • , / ' T 


V — z — u 

alfo 



x = 0 — u) J - 

i 

• 

* C- ö 

II 


Diefe Art die Curven zu betrachten., indem man 
fie auf 2 fefte Axen bezieht, und die Coordinaten, 
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auf derfelben (ich immer parallelen Transverfale nimmt, 
die zwilchen diefen beyden Axen liegt, kann in meh- 
reren Fällen vortheilhaft feyn, weil man, ftatt eines 
Vierecks, nur ein Dreyeck zu betrachten braucht, und 
mit Leichtigkeit die Trigonometrie auf die Curren 
anwenden’ kann. Ein Beyfpiel ift die gewöhnliche 
Hyperbel auf ihre Afymptoten bezogen. 

Drey und fechszigfte Aufgabe. 

385 - Eine Curve ift auf 2 feße Axen 
AB, JfÜ (Fig. 160.) bezogen durch diefen 
Axen parallele Coordinaten. Man nehme 
Avillkührlich auf diefen Axen, c fefte Punkte 
B, C und ziehe von ihnen durch den be- 
fchreibenden Punkt M, zwey grade Linien 
BTr, CF die die Axen AG, AB in G und F 
fchneiden. Diefs feftgefetzt foll da9 Syftem 
der erften Coordinaten verändert werden, 
fo dafs wir AF, ÄG ala neue Coordinaten 
erhalten. 

Wir wollen Mp parallel mit AB ziehen; Mq 
mit AG : Ap oder Mq wird die Abfälle, und ylq oder 
Mp die Ordinate im erften Coordinatenfyftem feyn. 

Es fey alfo 

Ap — x 
Mp — y 

AF — 11 > 

AG — 

AB — b 

AG — c 
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fo haben wir 

x : b — y ~ v : b 

alfo 

bx — bv — vj 

eben fo 

cy — cu — ux 

alfo 

bcv — cuv 

x 

bc — m> 

bcu — bu\> 

J bc — m> 

welche Werthc man mir für x, y in die Gleichung 
der Curve zu feizen braucht. 

Nimmt man 

JJT== t 

CG — e 

als Coordinaten, fo hat mau 
11 = b 1— t 
v = c — z 

alfo , 

cct — cts 

ct -J- bz — t$ V 

bbz — btz 

y bz 4- ct — tz 

Vier und fechszigfte Aufgabe. 

386 . Wenn eine Curve in einer Eben« 
befchrieben ift, fo wollen wir willkühr- 
lieh 3 fefte Punkte A, B, C in diefer Eiern; 
annehmen, und diefe zu zweyen verbin- 
den, um das Dreyeck ABC zu bilden (Fig. 
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160.), daun von dem be Ich reibenden Pu niste 
M zu jedem Winkel des Dreyecks eino 
Transverfale ziehen, bis fie die gegen- 
üb erft ehen de Seite fchneidet. Ift nun die 
Natur der Curve durch eine Gleichung, 
zwilchen den Entfernungen AP, AG des 
einen Winkels von den Punkten F, G aus- 
gedrückt (welches die Durclifchnitts- 
punkte der anliegenden Seiten AB , ÄC, 
mit den Transvcrfalen CF, BG find), fo 
roll man diefs Coordinatenfyftem verän- 
dern, indem man als neue Coordinaten die 
Entfernungen BF, BH eines der andern 
Winkel von den Punkten F, H, einführt. 

1 

Wir haben offenbar die 3 Gleichungen 

ÄF =3 ÄB — BF 
CG = ÄC — ÄG ■ (A) 

CH = BC - BH 

dann auch (224.) , 

ÄF. BH. CG = ÄG.BF. CR ... (ß) \ 

alfo durch Subftitution aus den erften 

(AB — EP) (ÄC — ÄG) . BH = ÄG . HF 
(BC — BH) ...(€) 

aus diefer und der elften von den Gleichungen (A) 
zieht man, wie es verlangt ward, 

ÄF = ÄB - BF 
— _ (ÄB-Bi?).BH. ÄC 

yi r — Jg ßg __ m gp 
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Fünf und fechszigfte Aufgabe. 

387. Ein Dreyeck ABC (Fig. 161.) ift gegeben. 
Wir wollen uns eine Curve B MC vorftellen , fo dafs, 
wenn man ein Perpendikel MP auf die Seite BG des 
gegebenen Dreyecks fallen läfst, und diefs 'Perpendikel 
verlängert, bis es die beyden andern Seiten in p und 
q fchneidet, MP eine mittlere Proportionallinie zwi- 
fchen Mq und Mr fey. Man verlangt die Gleichung 
diefer Curve, indem man fie auf BC als Abfciffenaxe 
bezieht, und B als Urfprung der Coordinaten an- 
nimmt. 

Die Coordinaten , zwifchen denen die urfprüng- 
liche 'Gleichung der Curve befteht, find MP und 
Mq . Mr oder allgemeiner A . Mq . Mr, wo A eine 
Conftante ift und man das Product Mq . Mr als eine 
einzige Veränderliche betrachtet. Man foll diefs Sy- 
ftem verändern und dafür ein Syftem fetzen, in dem 
BP, MP die Veränderlichen find, von denen MP 
beyden Syftemen gleich ift. 

Ich bemerke, dafs die Curve, wie fie auch be- 
fch affen feyn mag, noth wendigerweife in den Punk- 
ten B, C, die Seiten AB, AC des Dreyecks zu Tan- 
genten hat, denn in dem Punkte, wo die Curve AB 
trifft, wird 

Mq = 0 ♦ 

alfo 

' MP Z = o 

alfo liegt M in UC , alfo ift es der Durchfchnitts- 
punkt von AB, BC, alfo ift B diefer Durchfchnitts- 
punkt. 

V * • 
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Ferner zieht man aus der Gleichung 
MP*=A.Mq . Mr 
Mg MP * 

MP ~ A . Mr 

alfo ift das letzte Verhältnifs von Mq zu MP — o, 

I 

alfo geht die Curve nicht nur durch den Punkt B, 
fondem fie hat auch in eben diefem Punkte B, 
ÄB als Tangente. Eben fo beweifet man, dafs die 
Curve durch C gebt, und AC zur Tangente hat. 

Es fey nuri 

BP — x 
MP = y . ' 

BC = a 
ABC = If 
A&B = c 

Ich habe alfo aus den Bedingungen der Aufgabe 
yy ~ A . Mq . Mr 
oder weil 

Mq — Pq_ — y 

Mr — Pr — y 
fo habe ich , 

yy— A (Fq—y) (Pf-y) 

oder 

(i — A) yy -f- A (Pq + Pr)y — A. Pq.Pr — o . . . (A) 
Man foll noch Pq, Pr finden. 

Das Dreyeck qBp giebt 
Pq — x . tang b 
Pr ( a — x) . tang c 
Subft.’ uirt man in (A), fo hat man 

(i — A) yy -\- A {x tang b + (a — x) tang c) y 
— A . x . tang b . (a — x) tang c.— p 

eine 
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An Gleichung für Kegelfchnitte, man kann alfo daraus 
verfchiedene Eigenfchaften diefer Curven ziehn. 

Unmittelbar folgt, dafo in jedem Kugelfchnitte, 
wenn man an zweyen feiner Bankte B , C die Tan» 
genten AB, AG zieht, und diefe Punkte B, C durch. ' 
eine Linie BC verbindet, jede Transverfale , die fenk- 
recht auf B C. lieht, von der BeCchaffenheit feyn wird, 

<Jafs MP * in gegebenem Verhältnilfe mit BD . CD 
liehe. Denn wir haben eben gefehen, dafs man im- 
mer einen Kegelfchnitt ziehen kann, der diefei Be- 
dingung Gnüge leide. Aber .inan kann nur einen 
einzigen Kegelfchnitt befchxeiben, der beyde Linien 
AB, AC in den Punkten B, G berühft, und der zu- 
gleich durch den befchreibenden Punkt M geht. 

• 388* Wenn die Transverfale rpP datt, auf BC 
lenkrecht zu dehen, mit ihr ein?n andern Winkel 
machte , fo wurde jedes der neuen Segmente auf die- 
fer Transverfale, in gegebenem Verhältniffe mit dem 
dehen , das datt fand , als die Transverfale lenkrecht 

War , :alfo überhaupt gilt .7, , • üd • 

. \ *• ' * "• * •* 

Ein und vierzigfter Lehrfatz. 

Wenn man willkührlieh in jedem Ke* 
gelfchnitte nach gegebener Richtung eine. 
Transverfale zieht, fo id das Quadrat des 
Theils diefer Transverfale, zwifchen der 
Curve und einer fetten Sehne in gegebe- 
nem Verhältnifa zu dem Producte der bey- 
den Theile diefer Tr anaverfal e, zwLfchen 
derafclben Punkte der Curve, und den 1 

n. 0 
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beyden Tangenten an den- Enden def 
Sehne. 

• 389* Man ziehe durch die Punkte B, C zwey 

neue Sehnen nach einem andern Punkte D, fo findet 
diefelbe Eigenfchaft für eine jede von ihnen ‘ftatt. 
Nennt man alfo 

: Y, Y', Y", die Segmente derfelben Transverfale 
' t v . . zwifchen der Curve und den Sehnen BC, 

:'r:. iSB, CD; . : ? 

-• l- Z> Z', Z n , die Segmente der Transverfale zwi- 
r. .ifchen. der Curve und den Tangenten BA, 

iv CA, DG^Ao hat inan ^ o. 

J; , YY — KZZ' . :v 

.< Y'Y* = &ZZ“ : -1» .... - 

-r Y"Y" — K"Z'Z" i ■ 
wo 11, K' , Ir“ 3 Conftanten find ; multiplicirt man 
diefe Gleichungen , und zieht die Quadratwurzel aus, 
fo hat man . : , 

. ... . YY'Y" — ZZ'Z" r (KK'K") 

390. Nimmt man auf der. Curve einen neuen 
Punkt £, und verbindet die 4 Punkte, B, C, D, E 

r r r> 

zu zweyen durch grade Linien, zieht man noch an 
jedem diefer Punkte eine Tangente, fo entßeht ein 
eingefchritbenes und ein umfchriebenes Viereck. Nennt 
man nun ' * *■ • t . . ... 

Y> Y', Yffy YM die Segmente auf derTransver 

-’s. 

- fale zwifchen dem befchreibenden Punkt M, 

und den Seiten BC, DE, BD, CE •: 

■ Z, Z* , Z“ , Z u> die Segmente auf der 
Transverfale zwifchen dem befchreiben* 


tj 

. 1 


# H 

/ 
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V _ 

den Punkte M und den Tangenten AB, 
j Tc, Gl, GH, 

fo hat man, da diefe neuen Sehnen und Tangenten 
diefelben Eigenfchaften , als die haben, die das Diey- 
eck ABC ausmachten, 

YY = MZZ' 

Y'Y' = Jf'Z"Z"' 

. Y" Y" =, K' ZZ" 

y///y>// — K^'Z'Z 111 

alfo 

YY'Y"Y"' — ZZ'Z"Z'" r (KK'ft'K'") 

Man fieht leicht, dafs diefelben Betrachtungen auf 
jede anderen Vielecke angewandt werden können, 
dafs aifo allgemein 

Zwey und vierzigfter Lehrfatz. 

391. Wenn man in einem Kegelfchnitt 
ein Vieleck befchreibt, und ein andere» 
umfchreibt,. das feine Berührungspunkte ' 
zu den Winkelpunkten des, eingefchriebe- 
nen hat, dann eine beliebige Transver- 
fale, nach gegebener Richtung (d. h. einer 
feilen Axe parallel zieht, fo ift das Product 
aller Segmente diefer Transverfale zwi- 
lchen dem befchreibenden Punkt, und je- 
der Seite des eingefchrieb enen Vielecks, ia 
gegebenem Verhältniffe zu dem Producte 
aller Segmente derfelben Trans v^erfale, 
zwifchen dem befchreibenden Punkt und 
jeder Seite des umfchriebeneu Vielecks. 

0 9 
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592. Es fey ABCDEF (Fig. 162.) ein beliebiges 
Vieleck von grader Seitenzahl, in einem Kegelfchnitt 
befchrieben ; ziehen wir eine Transverfale MN einer 
feilen Axe parallel, die die Curvc und alle Seiten des 
Vielecks fchneidet, fo iß, wenn wir von irgend einer 
Seite an zählen, das Product aller Segmente auf die- 
fer Transverfale zwilchen M und den graden Seiten, 
zu dem Producte der Segmente zwifchen M und 
den ungraden Seiten in gegebenem VerhältnilTe d. h. 
in einem VerhältnilTe, das unverändert bleibt, wo auch 
der Punkt M ill, fo lange nur die Transverfale der 
feften Axe parallel bleibt. 

Wir wollen annehmen, das Vieleck fey ein Sechs- 
eck; ich ziehe die Diagonale AD, fo dafs ABCD, 
AFED zwey Vierecke lind, und bezeichne das Seg- 
ment zwifchen M, und AB mit ( MA'B ') u. f. w- 
fo iß 

(MA'B') ( MC'D ') ~ K (MB' C') (MA'D<) 

( MA'F 0 (MD'E') — K'(ME'F') (MA'D') 

alfo 

K' (MA'B') (MC'D') (ME'P) = K (MB'C‘) (MA'F') 

(MD'E') 

was zu beweifen Avar. 

Ift der Satz für ein Sechseck bewiefen , fo wird 
er eben fo für eiu Achteck bewiefen, indem man es 
in ein Sechseck und in ein Viereck zerlegt, e6 ift- alfo 
allgemein. 
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Drey und vierzigfter Lehrfatz. ■ _ 

393. Wenn man zu einem Kegelfchnitt 
ein grades Vieleck befchreibt, das eine 
grade Seitenzahl hat, und eine Transver- 
fale parallel mit einer feilen Axe zieht, 
die diele Curve und die Seiten des Viel- 
ecks fchneidet, fo i ft das Product aller 
Segmente ZAvifchen einem Punkte, Wo die 
Curve von der Transvevfale gefchnitten 
wird, und allen graden Seiten in gegebe- 
nem Verhältriifs zu dem Producte aller 
Segmente zwilchen demfelben Punkte der 
Curve und den ungraden Seiten. 

394. Ill die Seitenzahl des Vielecks ungerade, fo 
kann man den vorigen Satz anwenden, wenn man 
einen Winkelpunkt des Vieleck^ als eine unendlich 
kleine Seite anliebt. Diele unendlich kleine Seite 
wäre das Element des Umfangs, und folglich wäre 
feine Richtung die der Tangente. 

395. Es verdient bemerkt zu werden, dals alle 
diefe Sätze auf Vielecke im allgemeinften Sinne an- 
wendbar ßnd, z. B. auf das Viereck, wie wir es (99 ) 
nahmen. 

396. Der vorige Satz ill an Folgen fruchtbar. 

Man nehme z. B. willkührlich 6 Punkte A, B, C, 

D, E, F auf dem Umfange eines Kegelfchnitts an 
(Fig. 163.). Verbindet man diefe Punkte durch Li- 
nien, um das Sechseck ABCDEF zu bilden, und ver- 
längert die Seiten AB, AF, die am Winkel A liegen, 
und die Seiten DC , DE, die am gegenüberftehenden 
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Winkel . D liegen, bis fie die erßen in M und N tref- 
fen, zieht dann die beyden Diagonalen BE, FC, fo 
behaupte ich, dafs diefe beyden Diagonalen, und die 
Linie MN ßch in einem Punkte R fchneiden. 

Es feyen p > q die Durchfchnittspunkte von MN 
und der Curve. Man ziehe mit JV1N ein beliebige 
Parallele mn> welche die Curve in f, g , die beyden 
Linien AM, AN in nt, n, die beyden Linien DM, DN 
in s, t, und die beyden Diagonalen BE, EC in r, r' 
fchneide, nach der vorigen Bemerkung (394.) bil- 
det ABEDCFA ein neues Sechseck, und man hat 

C39=0 

'Jt ‘ Jr' ^=- K .Jr .Ja . Jn 

WO JFf eine Conftante ift. 

Jetzt foll mn lieh mit ßch felbft parallel be- 
wegen, und in MN fallen, fo werden die Punkte 
s und m in M, die Punkte t und n in N fallen und 
die Gleichung wird 

pR' — K . pTi 

Wenn, wir annehmco, dafs r, ‘r / in R, 11 * über- 
gehen* 

Eben fo giebt der andere Durchfchnitt q von MN 
mit dem Umkreife 

qR' — li . qR 

woraus mit der vorigen verbunden 

pR' . qR — pR . qR/ 

Nehmen wir nun RR ' — x an, fo haben wir 
pR'—pR -J- at 
qR' ~ qR — x 

alfo 

pR . qR 4* qR . X — pR.qR — pKx 
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oder 


ai ’S 

•*' ; , ’ . :« i?.-', T * , ‘i • u.V". 

a? (pÄ + ?A) ~ o 

oder 

* — o 

d. h. rr* — o oder die Punkte A, R‘ , fallen in ein- 
ander, die 3 Linien MN, BE, FÜ kreuzen fich alfo in 
einem Punkte. 

397. Stellen wir uns nun vor, dafs die Punkte 
A, B , C, D, E, F, fich Willkührlich auf dem Um- 
fange der Curve bewegen, fo dafs die anfängliche 
Ordnung gehört werde, fo wird doch die Eigenfchaft 
noch in jedem conelativen Syfteme beftehen, d. h. 
überhaupt gilt 

/ 

y 

Vier und vierzigfter Lehrfatz. , 

i 

Wenn man auf dem Umfang eines Kegel- 
fchnittes willkührlich 6 Punkte A, B, C, D, 

E, F annimmt und die Linien AB, AF ver- 
längert, bis fie die Linien DC, DE in M, * 
und N treffen, fo fehneiden fifch MN, BE, 
FC in einem Punkte. 

398. Die 6 Punkte Tollen die Lage (Fig. 164.) 
annehmen, fo werden BE, CF, die Diagonalen waren, 
zu Seiten, und die Punkte M, N, R bleiben immer in 
einer graden Linie, alfo 

Fünf und vierzigfter Lehrfatz. , 

In jedem Sechseck, das einem Kegel- 
fchnitt eingefchrieben .ift, liegen die 3 
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Punkte, wo fich die gegenüberftehende» 

' Seiten fchneiden, in fciner graden Linie. 

399. Werden die 3 Seiten AF, DC, BE jede 
— o, fo bilden fie verlängert Tangenten, und die 3 an- 
dern ein Dreyeck, alfo 

Sechs und vierzigfter Lehrfatz. 

Wenn mail ein Dreyeck in einen Kegel- 
fchnitt befchreibt, und ein anderes um- 
fchreibt, deffen Berührungspunkte die 
Winkelpunkte dea erften find, fo find die 
3 Durchfchnittsp unkte der Seiten des ein- 
gefchriebenen Dreyecks mit den refpecti- 
ven S eiten des Umfchriebenen immer in 
' einer graden Linie. 

Diefe Bemerkung ift fchon vorher befonders für 
den Kreis gemacht. 

400. Im Sechsecke (Fig. 165.) follen nur zwey 
, Seiten CF, ME, — 0 werden, fo wird aus der Figür 
> ein eirigefchriebenes Viereck, und BE, CP verlängert 
Werden in B, C, Tangenten. Ift ällb 
R~ BE' CF 
M — ÄB ' CD 
N — JE B f) 

fo liegen M, N, R in einer graden Linie. 

Eben fo wenn R' der Durchfchiiittspunkt der 
Tangenten durch die Endpunkte der andern Diago- 
nale JD ift, fö mufs R ' mit M, N in einer graden 


» • > ' / ' 

* - ' - \ 
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Linie liegen, alfo liegen M, N, R, R* alle in einer 
graden Linie, oder überhaupt 

, Sieben und vierzigßer Lehrfatz. 

Wenn man in einem K^gelfchnitt ein 
Viereck beTchreibt, und ein anderes fo 
umfchreibt, dafs die Berührungspunkte des 
letzten in die Winkelpunkte des erden fal- 
len, fo liegen die beyden Dürchfchnitts- ' 

t 

punkte der gegenüb erflehen d en Seiten des 
eingefchriebenen Vierecks, die beyden 
Durchfchnittspunkte der Seiten des um- 
fchriebenen Vierecks, alle 4 auf derTelben 
graden Linie. 1 ‘ 

401. Wir wollen die beyden Diagonalen Aid, J 57 J 
des eingefchriebenen, und die beyden Diagonalen ad, 

*bc des umfchriebenen Vierecks ziehen, fo werden lieh 
alle diefe Diagonalen in einem Punkte K fchneiden. 

Man braucht nur ftatt des Vierecks ABDC das 
Viereck ABCD zu betrachten, welches diefelben Win- 
kelpunkte Avie das erde hat, aber Welches von den 
beyden lieh am Scheitel entgegengefetzten Dreyecken 
ABK, CDK gebildet ift, fo beweilt der vorige Satz, 
dafs b, c, K, M, fo wie a, d, K, N auf einer graden 
Linie liegen müden, alfo 

t » 

Acht und vierzigßer Lehrfatz. 

Wenn man in einem Kegel fchnitt ein 
Viereck befchreibt, und ein anderes um« . 
fchreibt, deffen Berührungspunkte di« 
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Winkelpunkte des erften find, fo fchnei* 
den fich die 4 Diagonalen diefer Vierecke 
alle in einem Punkte. 

402. Wenn man alfo um einen Kegelfchnitt ein 
Viereck abdc befchreibt, fo fchneiden fick die beyden 
Diagonalen diefes Vierecks und die beyden Linien, 
welche durch die Berührungspunkte der gegenüber- 
ftehenden Seiten gezogen werden, in einem Punkte. 

403. Man kann diefe . Theorie leicht auf Viel- 
ecke von beliebiger Seitenzahl ausdelinen. Es fey z. 
B. (Fig. 166.) ein Achteck AB CDEFGH ; durch die 
beyden Diagonalen BD, FH ziehe ich das Sechseck 
ABDEFH daraus, und eben fo, wenn ich* die Dia- 
gonalen BH, DF ziehe, das Sechseck BCDFGH alfo 
nach d&n, was oben (396.) gefagt iß, wenn man 
BF, DH zieht und alle Seiten, bis wo fie zufam- 
raentreßen, in M, N, P, Q verlängert, fo fchnei- 
den fich 

1) die 3 Linien BF, DH, MN in einem Punkt, 

2) die 3 Linien BF, DH, PQ in demfelbcn Punkte, 
•alfo alle 4 in einem Punkte, und da dafielbe immer 
ßatt finden mufs, wie auch die Punkte auf dem Um- 
fang liegen , fo folgt - 

' • 

Neun und vierzigiter Lehrfatz. 

' 

Wenn 8 Punkte A, B, C, D, E, F, G, H, 
auf dem Umfange eines Ii ege 1 fchni t ts lie- 
gen, fo ift 

BF DH zfc AB DE ÄH EF 'CD FG BÜ GE 
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404.. Ea verlieht fich von felbft , dafa alle 
diele Sätze für Kegelfchnitte , auch für den Kreis 
gelten. 

405. Diefclbe Theorie ift auch, wie auf einen 
befondem F^ll, auf die Vereinigung zweyer graden 
Linien, die man als Afymp toten einer Hyperbel oder 
als ei«ie unendlich verlängerte Hyperbel betrachtet, 
anwendbar. Z. B. hat man zwey Linien MN, PQ 
(Fig. 167.) gezogen, die fich in R fchneiden, und 
nimmt nach Belieben eine gewifle Anzahl Punkte A, 

A‘ , A" auf der einen und eben fo viel correfpondi- 
rende Punkte B, B', B " auf der andern , zieht dann 
die' Linien AB' , BÄ', ÄS 1 , BÄ 7 ', ÄÄB" , BÄ, 
fo bildet die Vereinigung diefer Linien ein Vieleck 
ABA'B'A"B " , das der Figur, die aus den Linien 
MN, PQ befteht und die wie eine Hyperbel betrach- / 
tet wird, eingefchrieben ift. Zieht man alfo eine 
Trans Verfale ~aS, welche die erfte diefer Linien in a, 
die zweyte in b, und die verlängerten Seiten des 
Vielecks in c, c* , c" , c'" , , c""' fchneidet, fo 

hat man 

' ' ac . ac" . ac"" 5 c". bc" . bc"" 

ac ' . ac '" . ac'"" Tic ' . bc'" . bei"" 

, Eben fo bey den andern für jede Lage der Trans- 
verfale und jede Seitenzahl des Vielecks. 

Eben fo kann man aus (396.) fchliefscn, dafs 

ÄS ‘ BÄ" 

SÄ' ‘ 4"B" 

ÄS'' BÄ 

in einer graden Linie liegen müflen. 
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406. ' Hat man alfo ein Viereck ABCD mit zwey 
Diagonalen AD , BC und zieht eine beliebige Trarw- 
verfale mp, die AB in m, AC in p, BD in q, CD 
io n, BC in L, ÄD in K Tchneidet, fo hat man 

Km . Mn Kp . K g 

Lm . Ln Lp . Lq 

«1. h. 


Funfzigfter Lehrfatz. 

Wird ein Viereck mit 2 feiner Diagona- 
len, durch eine beliebige Transverfale ge- 
fchnitten, fo verhalten die Producte der 
Segmente auf diefer Transverfale zwi- 
fchen einer Diagonale, und den gegen- 
überftehenden Seiten zu zweyen genom- 
men, fich wie die Producte der Segmente 
auf eben diefer Transverfale, zwifchen 
der andern Diagonale, und denfelben ge- 
genüb erflehenden Seiten. 

Diefer Satz ift eine Generalifation von (225*)» wo 
die Transverfale in die dritte Diagonale jFÜ des Vier- 
ecks fällt. 

407. Ätan kann eben fo au9 (4°5*) folgenden 
merkwürdigen Lehrfatz fchliefsen: 

Ein und funfzigfter Lehrfatz. 

Wenn 5 unbeftimmte grade Linien, die 
wir a, b, c, d, e nennen wollen, in der- 
felben Ebene gezogen find, fo fchneiden 
fich folgende 6 Linien in einem Punkte. 
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1 ) 

a 









2 ) 

r ' 

c 

d e 







3 ) 

e 

a 

1) c 

d 

c 

b ‘ 

e 

a 

' d 

4 ) 

e 

T~'~ 

d c 

a 

C'l 

• 

e 

c 


a 

5 ) 

1 ' 

a 

b 9 c 

e 

c 

d 

T 

a 

e 

6 ) 

H ' 

a 

c b 

e 

b ' 

d ’ 

C 

a 

e 


Fonnein die Veitehen, wie man auch a, b, c, d, e 
▼erwechfelt. 

Sechs und fechszigfte Aufgabe. 

i 408. Wenn eine Curve, die in einer 
Ebene bcfchrieben iß, auf zwey fenk- 

rechte Axen, durch eine Gleichung zwi- 

. » 

fchen Abfciffe und Ordinate bezogen iß, 
die Tafel der vorzüglichßen, dem befchr ei- 
chenden Punkte entfpreclienden Veränder- 
lichen zu bilden, alle in Werthen der Coorr 
dinaten, und Conßanten ausgedrückt. 

Ich werde mich zu diefer Tafel auf den Radiuc 
Vector, den Winkel, den er mit der Abfciflenaxe 
macht, den Winkel, den die Tangente mit der Ordi- 
uate macht, die Subtangente, die Normale ,und 
noch einige gleich anzuführende Veränderliche be- 
fchränken. 

Es fey M (Fig. 1Ö9.) der befchreibende Punkt, 
Wir wollen beliebig auf der Axe einen Punkt B neh- 
men, das Dreyeck MAB bilden, und aus den Winkeln 
auf die gegenüberftehenden Seiten Perpendikel fen- 

I 
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ken. Ich befchränke mich auf (liefe Conßruction, der 
man leicht fo viel andere Linien, als man will, zu- 
fetzen Jtann. 

So wie nun der Punkt M fortrfickt, vyerden 
MÄ, MB, MT, TIN, MP, ÄQ, MR u. f. w., fo 
wie ihre Segmente AK, MK, RK u. f. w. und die 

r a a 

Winkel MAB , AMB u. f. w. den Werth verändern. 
Es find alfo eben fo viel Veränderliche, von denen 
man o zu Coordfriaten der Curve nehmen kann, und 
die ich in die Tafel aufnehmen werde. 

Einige Glieder der Tafel können, wie man weifs, 
nur durch Differentialformeln allgemein ausgedrückt 
werden, und werden erft durch die Anwendung auf 
jeden einzelnen Fall endlich. 

* 

Es ley nun 
die Abfciffe ÄP — x 
die Ordinate MP — y 
die Entfernung AB des Punktes B vom 
Anfangspunkt A der Coordinaten ~ a 
fo hat man folgende Tafel: 

I „ * . . 


Werthe der Winkel. 


0 tg AMP — - 

y 


2) tg BMP — 

3) tg aaTb — 


a — x 


ay 

yy — x(a—x) 


4) tg BjK - - 
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5) tg MÄK = ?*-«<*=*> . 

° «y 

6 ) Miß — 2- 

. , . x -■ 

7) # = - 

.T 

8) • # ii/i/f = 

, ' a y 

9) ' tg MBA — 


io) tg AtiP — — <21 

■ a — ä 


:■) tg Etip = | 

i=) 

s'tgMiv^#- 

•« V nU - 3 äAfi} ■■- ■; ' 

4 

W ertbt der Linien. 

5 ) .Z 5 — « ' 

6) AP — x 

7) JtP = y 

8) .BP = a — x' 

9) Kp = £l 2 ^i) 

y ' y 

,0) /HJ = ZÜZ=.*J!t =* » 

y ^(jc* + yy) - 

•0 KH - ypUct-xp+w) 
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S2) AM 
23 ) BM ■ 

=4) ÄH 

25) bg ■ 

26 ) mR : 

27) ^ 

28 ) J5/T 

29) MG ' 

30) : 
3 x) iß?/ : 

32) 

33 ) GH 
54 ) GP 

35) BP 

1 

36 ) TP : 

37) ^ : 

38) Ä V 


r 

(xx 

+yy) 

r 

((a 

— x) 2 +yy) 



ay 

r 

((« 

— x ) 2 + yy) 


«y 

r 

(xx 

+yy) 

yy 


x (a — x) 


y 


— r* (yy +(«—*)*) 

7" (yy + <«—*)*) 


a — # 


yy—x (a—x) 

r~(**+yy) 

ax 

r (xx + jy) 

yy — x'(a — x) 

r ((a— x) 2 -f yy) 

a(g— y) 

r" ((« — x) 2 + yy) 
a (y— x(g — x)) 

K (xx-fyy)((a-*x) 2 +yy) 

y- /^ yy 4- O— x )*\ 

1 K xx +yy J 

:(a-x)rC f£±i2L_Y ’ 

} Vyy + (« — xyj 

dx 

*dy 

xdxdy — ydx % 

TTdx* + dy*) 

ff 

J dx 


39) 
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i39 > ar= y r (|£ + .) 

. 

g+.) 


42) aEä ~ 


— c?y 


rf * ^ 

\r (dx z + dy z )J 


rZ + dy*'i 

Werthe der Fläche ih 


43) AMB — \ay 

44 ) AMP — \ xy 

45) BMP = l (« — x) y 

46) 7 fK§ = — (< I~ . *) 

2 J 

«x (« — x~) 

2 y 


47) ^/fP 


48) mf = x<a - x) ' 


49) AMK 


2 y 

x (yy — x ( a — x)) 

— 


50) BMK — | a (a — x) 

409. Man lieht leicht, wie durch Verbindung 
der einzelnen 1 Glieder der Tafel nur aus diefen 50 eine 
ungeheuere Menge neuer Formeln abgeleitet werden 
können. 

An einigen Beyfpielen wollen wir den Gebrauch 
der Tafel zeigen. 




IT. 


I 
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Sieben und fechszigfte Aufgabe. 

410. Die Gleichung der Curve ift zwi» 
fchen der Abfciffe (Fig. 169.) und der 
Ordinate MP gegeben, man foll ihre Glei- 
chung zwifchen dem Radius Vector AM 
und dem Winkel MAB finden. 

Es fey 

AM = r 
MAB = <p 

Die Formeln (6, 22.) geben 

, ** = £ 

r = K ( xx + yy) 

man braucht alfo nur aus diefen beyderi Formeln die 
Werthe von x, y in Werthen von r, $ zu ziehen und 
fie in die Gleichung zwifchen x, y zu fubftituiren. 
So erhält man 

x — r . cof $ 
y = r . fin 

Acht und fechszigfte Aufgabe. 

4m Die Gleichirng der Curve AMB 
(Fig. 169.) in x, y, ift gegeben, man foll 
das Coor-dinatenfyftem fo verändern, dafs 
die neue Gleichung zwifchen AP, KP 
ftatt findet, wo AP die alte AM'ciffe ift, 
KP aber das Perpendikel auf die Abfcif- \ 
fenaxe aus K gefenkt, wo ficli die Perpen- 
dikel aus A, B f auf BM, AM gefenkt 
kreuzen. 

*' ' l - •' ' ' . . 
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Man kann die Aufgabe auch amdrücken 
Den geometrifchen Ort aller Punkte 
K zu finden, wo fich die 3 Perpendikel 
im Dreyeck MAB aus den Winkeln 
auf die gegenüber ft eh end en Seiten 
fchneiden. 

Es fey . „ 

KP • 

AB = a 

fo haben wir Form. ig. . 

\ k — x {a-x) 

y 

oder 

x (a — #) 
y — - 

J Z 

Subftituirt man diefen Werth von y in die gege- 
bene Gleichung der Curve, fo hat man die gefuchte 
Gleichung zwilchen*# und z. 

412. Es fey z. B. (Fig. 170.) die Curve eine 
Ellipfe und AB die grofae Ake. So ift die Glei- 
chung 1 • ' 

bb , * 

yy = - («*—**) 

1 

Setzt »man in die Gleichung 

x (a — #) 

y = — - - 

J x 


fo erhält man 


bb 


xx (a — x) z == zz — (ax — xx) 


aa 


eder wenn man mit mvltiplicirt 


P s 
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— 


aa , . • •• 

cz = u (ax-xx) 

d, h. der gefuchte Ort ift eine neue Elligie , deren 

kleine Axe = a, und deren grofse Axe ~ d, h. 

^ 1 

gleich dem Parameter der kleinen Axe der erften 
EUipfe. 

Neun und fechszigfte Aufgabe. 

4.13. Die Gleichung einer Curve ift zwi- 
fchen den Winkeln MAB, MBA gegeben, 

man fu'clit fie zwifchen AP und MJP. 

. * 

Es fey 

MÄB — <p __ 

MBA = * 

/ . • 1 

fo geben die Formeln ( 6 , 9.) 


tg + = 


a 


414. Die Gleichung fey z. B. 

■ 

$ + + 

wo m eine Conftante ift. Da alfo 
41 = m — * 

oder 

* 

tg m — tg 4 - 


tg <P 


1 + tg m . tg . * 


oder 


tg $ + tg m .tg* . tg <p — tg m — tg * 
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Die Snbflitution gicht alfo 

tg m.pex. + tg m ,yy — a tg m.x + cty ~Q 
eine Gleichung des Kreifes. 

415* Wäre die Gleichung 

$ — i|» — TTl 

gewefen, fo würde man eben fo 

tg xx — tg tnyy — a tg m X + ay — O 
eine Gleichung fiir die Hyperbel erhalten haben, was 
wir fchon für den Fall, wenn ' i 


m. 


(105.) gefehen haben. 

, ly\ 6 . Wäre die Gleichung zwifchen x, y gege- 

ben, und follte man die zwilchen <f>, <J» Tuchen, fo 
bann man nur die Werthe (413.) fubftituiren. So 
hat man » > . 

x • tg * — y 

atgi, — xtgt—y , . . Ji.il 


alfo 


x — 


a . tg •j r . t- 


tg <t> + tg 
— a. tgQ.tg l> 
J tg q> + tg 


‘ 'S 
4?? 


' 6 4> f tg 4> 

Sucht man z. B. die Gleichung der graden Linie, • 
welche der Punkt M befchreibt, indem man fie auf 
zwey feite Axen A, B bezieht, und zu Coordinaten 
die Winkel MAB , MBA (Fig. 171.) nimmt, fo fub- 
ftituirt man die gefundenen Werthe, in die Glei- 


ßt 


chung 

■ y cz: fix -f m 1 * V.' ' 

und erhält 

atg$.tgty~m. tg <p + m tg 4- -r nalg^i 


i j i 1 * > 


> \ 
•*> 
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oder 

u . , m + «a . , _ 

tgQ.tgt- - tg * + tg*~o 

CO CO 

Die Gleichung für die grade Linie alfo , wenn 
man fic durch Winkel auf 2 feße Punkte bezieht, hat 
die G.eftalt 

tg <f>u tg 4 * + Aig 4 + B tg •b — 0 

4 X 7 * Man fieht alfo, dafs das neue CooTdinaten- 
fyßem auch den Grad der Gleichung für die Curve 
verändert, z. B. die grade Linie einen Grad höher 
wacht, den Kreis einen Grad niedriger. 

Allgemein lind alle Kegelfchnitte auf ihre Brenn- 
punkte bezogen , nur vom erften Grade. Eben fo die 
Conchoide und Cißoide, die auf rechtwinklichte Axen 
bezogen, Gleichungen vom 4 f cn Grade haben werden 
linear, wenn man die Gröfsen, die, man gewöhnlich zu 
ihrer Conftruction braucht, als Coordinaten annimmt. 

418- Man hat alfo nicht immer die Gleichung 
der Curve in ihrer größten Einfachheit, wenn man 
fie auf 2 rechtwinklichte Axen bezieht. Es mag diefs 
gerne die beße Art feyn, die Gurren im Allgemeinen 
zu vergleichen, es iß aber geWifs nicht immer das 
leichtefte Mittel die Eigenfchaften einer jeden insbe- 
fondere zu finden. 

Siebenzigfte Aufgabe. 

419- Die Gleichung einer Curve iß zwi- 
fchen MA, MB (Fig. 169.) gegeben, man 
fucht fie zwifchen AP, MP- „ 
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Es f ey 

MA — u 
MB — v 

Die Formeln (22, 23.) geben 
u — Y~ (xx + yy) 

- r V — V ((a—x) z 4 - yy) 

Die Gleichung fey z. B. - 

u — mv . \ v ■ 

wo m eine Conftante ift, fo ift die Gleichung 
in x , y 

T (xx + yy) = mT~( (a—xy + yy) 

oder 

xx(i — mm) + yy (1 — mm) + 2 am x—mjii aa~o 
«ine Gleichung .für den Kreis 


Ein und fiebenzigfte Aufgabe. 

\ 

420. Die Gleichung einer Curve ift zwi- 
fchen den Coordinaten AG, BG (Fig. 169.) 
gegeben, man fenkt fie zwifchen AP, MP* 

Es fey 

AH — u> 

BG — v ) 

fo geben die Formeln (24, 25.) 

"\ * , . * ’ 

ay - 

U — y_( ^z; v )*-t-yy) 

v “ a y 

T~(xx-h yy) 
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Zwey und fiebenfcigite Aufgabe. - ( 

421. Die Gleichung einer Curve ift 
z w i f c h e n den Flächen AMR, BlM (Fig. 
169.) gegeben, man fucht fie, »wifchen 
’ÄP, MP. 

Es fey 

AMR — u 
MBH ~ v 

' Die Formeln (49, 50.) geben 

, u — (*yy -*(«—*)) 

ß Y 

v — i n. (a — x) 

Drey und fiebenzigfte Aufgabe. 


422. Die Gleichung einer Curve ift zwi- 
fchen MA, MB (Fig. 169.) gegeben, man 
fucht fie zwifchen MAB, MBA. 

Ea fey 

M7l ~ t 
MB — u 

mJb — 4 . 

MBA ~ * 

fo gehen die Formeln (ß2, 23, 6, 9 ) 
t — r~ (XX + yy) 

, u — K ((«— jc ) 2 +yy) 




\ 
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^ \ 

eliminirt man vermittelft diefer Gleichungen die Ver- 
änderlichen x , y, fo hat man zwey Gleichungen zwi- 
fchen t, u, man zieht daraus die Werthe von 

t, u, die man in die Gleichung der Curve fetzen mufs, 
fo erhält man . 

i — at g^-fec .^ 

tg <? + tg * 

u — a l S *f ec ' * 

tg* + tg 4 > 

.* * »' 

/ 

Vier und fiebenzigfte Aufgabe. > 

423. Die Gleichung einer Curve ift zwir 
fchen dem Radius Vector AM, und dem 
K i iimm u ngsh albm e ffe r MR gegeben, man 

!• 4 * , \ j 1 - ■ 

fucht die Gleichung zvyifchen AP und 
MP ( Fig. 169.) 

Es fey 

AM. Z?-,r 
ME — ? 

fo geben die Formeln (22, 4 a ) 

. r = r~ (** + yy) 


d(.Y r (dx ZJ cdy z )) 

Fünf und liebenzigite Aufgabe. 

424. Die Gleichung einer Curve ift zAvi- 
fchen den beyden Producten AP. MR, und 
BP.MA jedes als eine einzige Veräuder- 



v 


Digitized by Google 



r 


254 ( * 

liehe betrachtet gegeben, man fucht fi» 
zwifchen AP, und MP (Fig. 169.) 

Ks fey ' 

.TP . Mli — u 

' BP. MA— v 

\ fo geben die Formeln (16, ca, 17, 23.) 
u ZZ x T~ ( (« — x) % H- yy) 

V f'-yT (** + yy) 

• \ * 

425. Aus den vorigen Beyfpielen ficht man, wie 
wichtig die Umformung der ,Coordinaten , im allge- 

• meinften Sinne genommen, für die Theorie der Cur- 
ven fey. Und doch mufs man eine wichtige Bcmer- 
hung dabey machen , dafs , wie man auch immer das 
Syftem umforme, mag man die Curve auf Punkte, Axen 
oder andere Gegenftände beziehen, man immer doch 
- nothwendigerweife Betrachtungen, die der Natur der 
Curve fremd find, in die Gleichung bringt; denn die 
/ Natur der Curve befteht in ihrer Form, und in der 
Lage ihrer Punkte gegen einander, aber nicht in ihrer 
abfoluten Lage gegen feße Punkte im Räume. 

426. Man kann die Curve von den feften Ge- 
genftanden ira Raume losmachen, wenn man diefe 
fefien Gegenßände felbft als beweglich, und als folche, 
die ein Syftem mit der Curve ausmachen, betrachtet. 

Wenn z. B. eine Curve auf 2 feße Axen im Raume 

. 

bezogen iß, fo kann man lieh vorftellen, dafs diefe 
Axen. an der Curve hängen, und mit ihr bewegt wer- 
den. t Dann iß aber die erfte Schwierigkeit durch eine 
andere erfet$t. Das neue Syßem ift ganz von deu 
feften Gegenhandel» befroyt, die feine abfolute Lage 


, / 
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im Raume beftimmten , aber es ift dagegen auch ver- 

« - 

wickelter geworden, als die Natur der Aufgabe erfor- 
dert , denn das wirklich zu betrachtende Sy Item ift 
die ifolirte Curve, und die Anheftung zweyer Axen 
macht ein complexes Syftern daraus. 

427. Man wird um fo heller die Gleichung einer 
Curve von den willkührlichen Gröfsen befreyen , die 
durch ihre Lage gegen fefte Axen hereinkommen, je 
weniger diefe Gleichung in ihrer Form befchränkt 
ift. Z. B. die dLigenfchaft der Sehnen, die lieh im 
K reife fchneiden , ftellt die Natur der 'Curve in einen 
allgemeinen Geficbtspunkt als ihre Gleichung auf 2 
feile Axen bezogen. Denn da die Entfernungen die- 
fer Axen vom Mittelpunkt in die Gleichung kommen 
muffen, fo geben die Eigenfchaften, die fic ausdrückt, 
wohl Mittel an die Hand, diefe Curve nach der Reihe 
mit allen möglichen Axen zu vergleichen, wozu man 
nur den Werth der Entfernungen zu ändern braucht, 
aber kein Mittel, fie mit allen cliefen Axen zugleich \ 
^u vergleichen, ftatt dafs die Eigenfchaften der Seh- 
nen unabhängig von irgend einer Lage der Axen, 
und felbft vom Parameter (dem Radius) befreyt ift. 

42g. Eben daher find die bekannten Eigenfchaf- 
ten (376.) der natürlichen Abfciffen und Ordinaten, 
allgemeiner, als die der Abfciffen im gewöhnlichen 
Sinne genommen. 

429. Aber obgleich die Lage des Urfprungs der 
Coordinaten nicht in der Gleichung zwifeben den na- 
türlichen vorkommt, fo bleibt doch die Richtung der 
Axen immer diefelbe, und folglich; mufs die Glei- 
chung noch etwas Willkührliches enthaltet^ um diefe 
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Richtung' auszudrücken , die Form felbfi: diefet Glei- 
chungen ilt alfo noch nicht fo unabhängig, als fie feyn 
könnte. > 

Um diefe willkührlichen Größen wegzufchaffen, 
die aus dem Parallelismus der Coordinaten entfprin- 
gen, habe ich die Lehrfätze (377, 578) aufgeßellt, 
die alCo die Eigenfchaften der Curve noch allgemeiner 
ausdrücken. 

4.30. Die Axen, die Punkte u. f. w., die man zu 
dem Syfteme hinzufügt, das man betrachten will, find’ 
nur Hilfsmittel, die man zur Vergleichung braucht und 
die man nachher eliminiren mufs,' um die unmit- 
telbaren Verhältnifle, die man fucht, zu erhalten. 

Es würde aber immer eleganter feyn , wenn man di- 
rect die zu vergleichenden Quantitäten behandeln 
könnte. 

431. In jeder Curve giebt es für jeden Punkt 
eine Linie, die von keiner befondern Annahme, von 
keinem, im abfoluten Raume genommenem Mittel 
zur Vergleichung abhängt, und diefe Linie ift der 
Krümmungshalbmeller , welcher allein dutch die Ge- 
ftalt der Curve beftimmt wird. Gäbe es für jeden 
Punkt noch eine zweyte eben fo unabhängige Verän- 
derliche, fo könnte man, wenn man diefe beyden als 
Coordinaten nähme, die Gleichung der Curve am all-- 
gemcinlten ausdrücken. Der Umfang der Curve 
könnte wohl diefe zweyte Veränderliche feyn, wenn 
man nur nicht dann einen willkührlichen Punkt nn- 
nehmen müßte , von dem an man ihn zählte, 
i 433, Doch, glaube ich, kann man verlchiedene 

Veränderliche finden, die diefem Zweck entfprecheny 

* / , 

l . 

•I ' > _ 

. V *' ^ ‘ ‘ . 

A , 

’ , 1 / * ■» . 
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z. B. der Winkel, den am befchreibendeu Blinkte die 
Tangente mit der Linie macht, welche die in der 
Curve gezogenen unendlich kleinen Secanten, die 
diefer Tangente parallel lind, in zwey gleiche Tljeile 
theilt. 

Es fey durch den befchreibemlen Tunkt M (Fig. 

172.) eine Tangente MT gezogen, und eine Secante 
mm', die ihr parallel fcy. Aus dem Punkte M, und 
durch den Mittelpunkt diefer Secante « .wollen wir 
uns die unbcltimmte Linie MF gezogen vorfteLlen. 
nun' foll fich ftets der MT nähern, bis es in iie fällt, 
dann ift der letzte Werth oder die Gränze des Win* 
kels TMF dasjenige, was ich zur zweyten Coordinate \ 
vorfclilagei 

. A 

Man könnte auch den Winkel FiMF nehmen. , 
Eben fo wenn man aus dem Endpunkte des Krüm- 
mungshalbmell'ers KF feukreclit auf MF zöge, fo . 1 
konnte man 

MF, K& • ; ' , 

oder . 

MK, MP ' 

oder 

- MK, KF 

zu Coordinaten nehmen, welche alle bios von der ' 
(jeftalt der Curve abhängen. Es ley r der Krüm- 
mungshalbmefler für dep Punkt M , 


TMF — <p 

eine Gleichung zAvifchen r, <J> wird die Natur der 
Curve ausdrücken. • y 
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Nennt man z. B. den Parameter 1 
male — n, fo hat man in der Parabel 

4 

F ~ ~PP 


'■ p , die Nor* 


oder weil 


cotang <p — — 2 r(p 


n = K(yy + $pp) 
r — 4 [yy + }ppfi 
PP 

\ 

cotang 4 ~ — 2 Y~ 

. ' 

Zieht man aus diefen beiden Gleichungen die 

Wertlie von x , y , und fubftituirt fie in der Glei- 
chung 



yy — p* 

fo hat man die gefuchte Gleichung in r, <j, 
r — | p cofec. 

Hätte man fo die Gleichung^jeder Curve, und 
wollte auf die zurückkommen , die zwilchen der Ab- 
fälle und Ordinate befteht, fo mufste man die Werthe 
von r, <p, in x, y fuchen. Alan kennt fcbon 


1 f ’ dx ' ^ , 

V r(dx^dy~j) 

co kommt alfo nur darauf an, den Werth von f in % 
y zu fuchen. 
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Sechs und fiebenzigfte Aufgabe. '• 

* \ 

435- Den Werth von q> in x, y, die unter 
einander fenkrecht find, zu finden. 

Es fcy m/lfm' (Fig. 172 .) ein unendlich Weines 
Stück der vorgegebenen Curve, M der bcTchreibende 
Punkt, * 

TP die Abfciifenaxe, 

AIP die Ordinate, 

MT die Tangente, 

mm* eine unendlich kleine mit MT parallele 
Sehne, 

MF die Linie, welche diefe Sehne in n, in zwey 
% , 

gleiche Theilc theiJt, 

o der Punkt, wo diefe Sehne von der Ordinate 
MP gefchnitten wird, > 

mp, mp* die den Punkten m, m‘, entfprechenden 
, Ordinate*!, 

g, h, die Durchfchnittspunkte diefer Ordinaten 

mit der Tangente, ' V 

j nrP* die Linie, die fenkrecht von m auf MP 
und m'p* gezogen ift, , 

Air* das Perpendikel aus AI auf m'p* t 
MH der Krümmungshalbmeffer. 

Wir haben offenbar 
■mr — dx 
M? — dy 
Mr* — dx + ddx 
T*m* — dy + ddy 
v mr** — 2 dx + ddx 
m*r ** — 2 dy +, ddy 
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Dann geben die ähnlichen Dreyecke rnro, Mrh 

mr Mr Mr ' — mr 

ro r'h 


oder 


dx 


r'h — ro 

ddx 


dy — Mo (jr'm' t m'h) — (Mr — Md) 

oder weil m'h — Mo 

dx ddx 


dy — Mo ddy + üMo 


alfo 


dx . ddy + c dx Mo — dy . ddx — ddx . Mo 
Wirft man das 'letzte Glied als unendlich klein 
gegen die andern weg, fo haben wir 


— _ dy ddx — dx . ddy 
2 dx 


(A) 


Jetzt fuche ich mri oder \ mm 1 . Es ift 


mm' 1 — mr" 1 + m'r" 1 — (sdx ddx) 1 + (sdy 
+ ddy) 1 

alfo wenn man die Grofsen höherer Ordnungen weg- 
wirft 

’jtin 1 — dx 1 + dy 1 + dx . ddx + dy .ddy . . . (B) 
Eben fo haben wir 

mo 1 — dx 1 + ro 1 — dx 1 + ( Mr — Mo) 1 — dx 1 
. + dy 1 — ady.Mo . . . (C) 

Ziehen wir (C) von (B) ab, fo erhalten wir 


nm~ — mo‘ 


oder 


(mn + mo) (inn — mo) — dx ddx + dyddy 
+ 2 dy Mo 

\ , • ’ und 
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und fetzen -wir in diefe Gleichung den vorher bey 
(A) gefundenen Werth von Mo, fo haben wir, da 
mn — 7110 — no 

( m*+ mo) ™ “ d J±V*^+dyß) 

Da nun, wenn wir die hohem Differentiale ver- 
nachläffigen, 

mn -f- mo — af~ (tfo a -f dy z ) 
fo haben wir 

^ r (dx* + < 2 y a ) ... CD) 


Das Dreyeck Mno giebt 

Mo ßn Mno _____ fin TMn 

no ßn nMo ßn ( TMn— TMo) 

oder 

’ Mo ßn TMn 

no fin TJkn . coß TjSIo — ßn Tj\lo. coß TMn 

alfo 

no . ßn TMn — Mo .fin TMn . coß 't'Mo — Mo .ßn TMo . 

coß TMn 
oder 

no— Mo. coß TMo — Mo.ßm TMo. cotang TMn 
oder ■ 

cotang TMn — cotang T&o — — - n0 — 

Mo .ßn TMo 

Subfiitüirt man die Werthe von no, Mo, und be- 
merkt, dafs 

fin TMO = „ « 

J f(ax +dj z ) 

coß TMo = 

J 1T(.dx z ±dy z ) 

II. Q 
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cotäng TMo — 


fo hat man 

„a dy . ddx (dx 1 + dy 2 ) 

I 

oder 

_ m.i dy . ddx(dx*+ dy z ) 

COton ^ m * “ t /.v + rMv ddy—dy ddy ) * * * ^ 

434. Im Kreife z. B. müil’en die Bogen mM» 


wi'2 1 gleich, oder 


— o 


feyn , wenn mm* der Tangente MT parallel feyn foll. 
Differentiirt man alfo die Gleichung 
ds z — dx z + dy* 
fo hat man 

ds . dds — dx ddx + dy ddy 
da aber - , v 

dds — o 

fo ift auch 

dx ddx + dy ddy — v 

was •. 

7 , dx . ddx . , 

dfy — 3— ff*«. 

Setzt man diefen Werth in (E), fo hat man 

dy , ddx ( dx 1 + rf>' 2 ) 

/—dx z ddx ~dy*.ddx s 
dx( -j—~ ) 

ödes 

A 

cotang TMn 


rMu„ e TMn = 3j + 

v dy 

dy dv (dx 2 -f- d v ? ) 


dx dx (dx z + dy z ) 


— o 
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Schlu fs. 

- " . * * * • - t t ' * * • . i , 

435* Obgleich alle mathematifche Wahrheiten < 

vollkommen geAvifo find,, fo haben fie doch nicht alle 

einen gleichen Grad von Evidenz , vovzüglicjb find es 

die erften Begriffe, die fehr fchAvierig den gefuchten 

Grad von Deutlichkeit erhalten. Indeifen darf das 

den Lauf des Lehrlings nicht aufhalten, haben doch 

die Alten, obgleich fie die Theorie der Parallelen 
. * , * • 
nicht ganz aufklären konnten, ihre fernem Unterfu- 

chungen darum nicht befchränkt. 

So haben die Neuern, obgleich der Begriff des 
Unendlichen Schwierigkeiten hatte, doch dem Infini- 
tefimalcalcul alle EntAvickelungen gegeben, die man 
von ihrem Scliarffinn erwarten konnte. Eben fo Ave- 
nig ift die Algebra durch die Dunkelheit aufgehalten, 
in der der Begriff negativer Quantitäten blieb. 

d’Alembert Tagte zu jemand, der fich über das 
Zwielicht beklagte, das ein geAvifTer BeAveis in fei- 
nem Kopfe gelalfen hatte: »gehn Sie nur Aveitcr,\ 
„der Glaube Avird fchon kommen !“ t obgleich eben 
der d’Alembert vielleicht mehr als ein anderer Geome- 

• * . „ ‘ • < ■ . M 

ter über die Metaphyfilt der Wiffenfchaften gearbeitet 
hat. Er nahm nach der Reihe die 3 eben angeführ- 
ten Unterfuchungen über die Theorie der Parallelen, 
den Begriff des Unendlichen, und der negativen 
Quantitäten vor, und hat doch, Avenn er auch feinen 
, Gegenftand nicht ganz erfchöpfte, allenthalben hin 
einzelne Lichtftrahlen verbreitet. Seine Betrachtun- 
gen haben andere Geometer aufgCA\ r eckt. So gaben 
Bertrand undv Legendre eine lichtvolle Theorie der 
* Q a 
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Parallelen, deren Theorie AVobl im seinem Urbegriffe 
bängt, der mir beynahe eben fo klar Avie der Be- 
griff der vollkommenen Gleichheit oder des Deeken# 
fcrfcheint, ich meyne den Begriff der Aehnlichkcit. 

Ich glaube, man kann es als einen der evidenteffen 
Begriffe fefifetzen , dafs das , AA'as ' im Grofsen da iff, 

Wie z. B. eine Kugel, ein Haus, eine Zeichnung, 
auch im Kleinen gemacht werden kann, und umge- 
kehrt, dafs folglich, welche Figur man Geh auch 
denkt, man fich andere von allen Gröfsen, und der 
erften ähnliche denken kann, d. h. deren Dimensio- 
nen daflelbe Verhältnis unter einander haben als die 
der erften. Fs kommt ja blos darauf an , dafs ich 
das Haus, die Kugel u. f. av. ganz ifolirt, und nicht 
mit andern Gegenftänden zugleich betrachte, oder 
wa3 einerley ift, nicht mit der allgemeinen beßändi- 
gen Einheit melle, fondern mit einer andern verän- 
derlichen, die mit derFignr, deren Theil fie iß, AVächft 
und abnimmt. Jeder kann z. B. die Höhe der Thür 
Tals Maafsftab des Haufes brauchen: Iff diefer Begriff 
'einmal zugegeben, To kann man leicht die Theorie 
der Parallelen begründen, ohne Zuflucht zu dem Un- 
endlichen zu nehmen. 

Andere Geometer, und vorzüglich L’huillier, haben 
’den Begriff der Infinitefimalquanti täten aufgeklärt. 

Die negativen Quantitäten AA'aren übrig, deren Theo- 
rie Wenige zu ergründen fuchten, obgleich fic es 
verdient, da fie der Algebra zum Grunde liegt, und 

die geAVöhnlich angenommenen Begriffe nicht nuT 

dunkel, fondern fogaT falfch find, und folglich zu 
Fehlfchlüffcn verleiten können. Ich^ unternahm diefe 
» 

• / * t - 
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Unt^rfuchung und den Ideen, die dabey fich mir dar- 
boten, verdankt diefs Werk, das ich, jetzt dem Pu* 
blicum vorlege, feinen Urfprung. Ich habe mich be- 
ftrebt, die Untauglichkeit diefer falfchen Begriffe darin 
in ihr volles Licht zu ftellen, und zu zeigen, dafs, 
wenn man das, dunkele Raifonnement, mit dem man 
fie gewöhnlich. begründet, bey Seite fetzt, alle Schwie- 
rigkeiten von felbft verfchwinden, ohne dafs man et- 
was an dem gewöhnlichen Verfahren der Rechnung 
*u ändern brauche. .. 

Als ich diefe Betrachtungen erweiterte, und die 
Eigenfeh aften der Veränderung der Zeichen ■+• und — - 

in den Formeln zu erklären fuchte, fall ich, dafs ihr 

•» . 

Wahrer Geb: auch in diefer Hinlicht, darin belieben 
im: ', , alle Figuren ähnlicher Art auf eine Urßgur zu 
beziehen, die den Betrachtungen, wie mau die For- 
meln fuchte, zum Grunde lag. Aehnliche Figuren 
nenne ich hier folche, deren Conltruction wefentlich 
diefelbe ift, und die nur durch Verfelzung eines oder 
mehrerer ihrer entfpvechenden Tlieile verfchieden 
find. Darauf gründet fich das, was ich Correla- 
tion der Figuren nannte, der Gegenftand eines 
früher von mir verfafsten Werks. Das jetzt vollen- 
dete Werk ifi nur eine Ausdehnung des früheren, ich 
habe hier nicht allein die VerhältuiiTe der Figuren 
unter fich betrachtet, fondern auch die behindern Ei- 
genfehaften der Urfigur, welche ich in einer allgemei- 
nen Tafel, die fie implicite alle umfafst, darzuflellen 
gefucht habe. Aus allem diefem bildete oder vielmehr 
entwarf ich, den Lehrbegriff, den ich Geometrie 
der Stellung nenne. 



.. ■ . / '* . ✓ 

fi4<S * 

Die in diefem Werke vorgetragene Geometrie der 
Stellung und Methode der Tafeln, fcheint mir, wenn 
ße mehr vervollkommnet ift, eine ergiebige Quelle an- 
ziehender und nützlicher Refultate. Jede Zeile einer 
1 . • 
Tafel ift, wie ich vorher bemerkte, ein Lehrfätz in 

Formeln gebracht, man braucht fie blos fo zu ordnen, 
dafs man, wenn es nöthig thut, jede finden kann. 
Man hat (123. u. folgende) gefehen, wie man aus Ver- 
bindung diefer Formeln eine Menge neuer ziehen 
kann. So unmöglich und unnöthig es wäre, alle 
diefe fo entftandenen befondern Sätze in einem Lehr- 
begriffe der Geometrie zu umlaffen , oder gar fein Ge- 
dächtnis damit zu beladen , fo nützlich und angenehm 
ift eine folche Uebung für Lehrlinge , denen man Bil- 
dung folcher Tafeln, Vergleichung der Formeln u. f. w.» 
picht genug empfehlen kann. 

Eine folche Art von Sätzen waren die Porismen 

* 

der Alten. Nicht von der Analyfe unterftützt , be- 
dienten fie fich diefer Sätze, um eben fo einfache 
als elegante Auflöfungen von damals ( und zum Theil 
noch) fchweren Aufgaben zu erhalten. 

Es fcheint, dafs diefe Geometrie der Alten noch 
mehr in England als auf dem Continent getrieben 
wird. Robert Simfon hat die von Pappus gerammel- 
ten wlederbergeftellt und bewiefen, auch mehrere in 
feinem Werke > 

Opera quaedam reliqua etc. 
generalifirt. Matthews Stewart erfand viele mitunter 
fehr interelfante , die er in zwey Werken 

Propofitiones geometricas more veterum demon- 


ftratac 
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und , . 

Some general, theorems of considerable use in the 
higher parts of matliematics 
bekannt machte. Beyde Werke verdienten in das 
Franzöfxfche , und das letzte commentirt zu werden, 
da es keine Beweife enthält, die rieh aber durch die 
Theorie der Punkte der mittleren Entfernungen leicht 
fuhren lalTen. 

Aus den Tafeln in diefem Werke kann man leicht 
eine grosse Menge Porismen ziehen, wovon ich fchon 
viele angeführt habe, und hier noch 2 zufetzen will* . 
aus (2x8, 59°) 5 

I. 

Es fey ABC (Fig. 175) ein eingefchrie- 
benes Dreyeck, deffen Seiten von einer 
Transverfale map, in m, n, p, gefchnitten 
werden. Wenn wir die Tangenten, die man 
aus m, n, p, an den Kreis ziehen kann, m 
n', p' nennt, fo ift 

m ' n'p* = An , am . Cp — JUü . Bp . Ciz 

II. 

In einem Kreife ArnBm * (Fig. 174) trol* 
len wir eine Sehne AB, und durch A, B, 
die beyden Tangenten Ap, Bq, und eine 
beliebige Transverfale pqmm / ziehen, die 
den Kreis in m, m' , und die Sehne in K 
fch neidet, dann hat man' 


fink N z mp ' mq 




’ m 


’k J 


m'p * m'q 
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Fallen die Punkte p, q, in o zufammen, w© 
Reh die Tangenten fchneiden, fo iß 

mk mo 

m'k m'o 

was unter Simfons Porismen vorkoramt. 

Ich endige das Werk mit einigen Betrachtungen 
tiber die Art, die ich im cten Abfchnitt vorfchlug, die 
Correlation der Figuren darzußellen. 

Jeder weifs, wie viel leichter es iß, einen etwas 
verwickelten Satz zu fallen und anzuwenden, wenn 
er in eine algebraifche Formel gebracht, als wenn er 
durch Sprache ausgedrückt und gleichfam breit getre- 
ten wird. Doch Hellen die algebraifchen Zeichen 
pur abfolute Werthe der Quantitäten vor, und man 
beftiromt ihre refpective Lage und andere nicht direct 
in Gleichung zu fetzende Verhältnilfe durch Sprache. 
Könnte man nun auch diefe letzten Verhältnilfe durch 
Zeichen ausdrücken, fo würde ein neuer Vortheil, 
nemlich, die gröfscre Leichtigkeit die Formeln zu 
fallen, und anzuwenden, daraus entliehen. Das iß 
der Zweck der im zweyten Abfchnitte vorgefchlage- 
nen Bezeichnung, die man noch weiter ausdehnen 
könute, um viele Umfchreibungen zu vermeiden. Ich 
glaubte nicht weiter darin gehen zu dürfen, weil 
diefe Zeichen, noch nicht durch den Gebrauch ge- 
läufig geworden, leicht einigen Mathematikern mis- 
fallen könnten. £s fey mir nur erlaubt, das in die- 
fer Hinlicht Gefagte noch etwas zu entwickeln. 

Eine technifche Formel iß mir eine folche, 
welche die refpective Stellung, verfchiedener Quanti- 
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täten ausdrückt, •yvenn die algebraifche For- 
mel das Verhältnife ihrer Gröfsen darftellt. 

Es kann Formeln geben, die zugleich technifch 
und algebraifch find: z. B. die Formeln (228)» auch 
könnte man die in den Aufgaben XVI, XVII, u. f. w. 
gefundenen leicht darauf zurückbringen. Um z. B. 
die der Aufgabe XVI technifch zu machen, braucht 
man ße nur fo anszudriicken : 

Im Dreyecke ABC fenke man aus jedem 
Winkel ein Perpendikel auf die gegen- 
überftehende Seite.' Es fey ferner 
BAC = A 
AÜC = B 
ACB = C 

der Radius des umfchriebenen Kreifes— Ä, 
Der Punkt, wo'diePerpendikel fich fchnei- 
den ~}~ D 

ÄD WC 41 H 
BD AC 4 : G 
CD AB 4 : F ' 

SC' PG 41 L 
AH FH 4 : M 
M 'CH-%. N 
ATr'FG 4 : l 
* Wr ' FTf 4 : m 
CF' GH 4 : « 
fo hat man 

1 ) BAC — A 

2) ABC — F u. f. vr* ' 
d. h. alle 101 Formeln in (167). 
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Der Vortheil diefer technifcfien Form beßeht 
darin, dafs, wenn ich diefe 101 Formeln oder einige 
von ihnen auf ein beliebiges Dreyeck anwenden will, 
z. B, auf XYZ, die Sache fehr leicht wird, da man 
nur die Correlation der Conßruction zwifchen den 
beydcn Figuren darzuftelien, oder ihre correfpondi- 
rende Punkte zu Tuchen braucht. Soll z. B. 

X dem A 

Y dem B 

Z dem C . 

V 

entfprechen, fo finde ich gleich aus den obigen Ae- 
quipollenzen die Punkte, welche D, H, G, F u. f. w. 
entfprechen. Der Punkt, welcher T) entfpricht , ift 
der, wo die Perpendikel fich fchneiden, wir wollen 
ihn V nennen , fo entfpricht dem Punkte H, 

‘ XF* TZ. u. r. w. 

So hat man bald die ganze (Korrelation der Con- 
ftruction und die Anwendung der Formeln hat keine 
Schwierigkeiten mehr. Die Correlation der Con-. 
ftruction liegt oft tiefer verfteckt, als man glaubt, fo 
dafs beyde Figuren gar keine Verbindung mit einan- 
der zu haben fcheinen: z. B. in dem fehr einfachen 
Fall der Secanten des Kreifes (Fig. 6, 7). Das hat 
denn den Nachtheil, dafs man oft aus einem einzigen 
Satze zwey ganz verfchiedene macht. 

Der Gebrauch der technifchen Formeln verhin- 
dert nicht den Gebrauch der ordentlichen algebrai- 
fchen, jene find Ln Gegentheil beftimmt, die Anwen- 
dung diefer auf befondere Fälle zu erleichtern, wenn- ' 
diefe Fälle einer folchen Anwendung fähig find. Will 


Digltized by Google 



■ a$i 

man auf eine Figur eine Formel anwenoen , die für 
eine andere devfelben Art gefunden ward, welche 
merklich von ihr durch ihre Modificationen unter- 
fchieden ift, fo mufs man damit anfangen zu unterfu- 
chen, „welches die fich entfprechenden Theile in bey- 
den find, um ihnen dlefeiben Benennungen zu geben. 
Der Zweck der technifchen Formeln ift nun, diefe 
etwas fchwierige Operation zu erleichtern. Man 
fängt damit an, die Buchftaben an der Figur felbft in 
die Formel zu fetzen. Sind z. B. die vier Seiten ei- 
nes Vierecks ABDC in der Formel durch m, n, p, q 
und die Winkel durch r, s, t , u bezeichnet, # fo fetzt 
man dafür AB, ÄC, DB, DC,.BAC, ABD, BÜC, 

A 

DCA. Dann ftellt man die Correlation der Con- 
ftruction fiiT ein anderes Viereck MNPQ fo dar: 

A, B, D, C 
r M,N,l\Q, 

oder wie man fonft will, und erkennt den Augen- 
blick die fich entfprechenden Quantitäten, die im 
neuen Syfteme durch m, n, p, q, r, s, t, u bezeich- 
net werden. . 

„ Einfache Figuren kann man freylich auch ohne , 
Correlation behandeln; fobald die Figur aber nur et- 
was verwickelt wird (z. B. nur ein Viereck von der 

3ten Art), fo erfordert es fchon viel Aufmerkfamkeit, 

( 

um fich nicht zu irren. Alles wird aber leicht, wenn 
man die Punkte durch die Aequipollenzen auf einan- 
der zurück führt. 

Eine Figur kann oft mit fich felbft, aus einem an- 
dern Gefichtspunkte betrachtet, verglichen werden. 
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dann vermeidet man feiten Verwirrung, wenn fie 
nur etwas verwickelt ift, und man eine gegeben^ 
Formel auf alle Anficbten derfelben Figur, wo es 
möglich ift, anwenden will. Durch technifche For- 
meln wird aber alles roeift auf eine blofse Ver- 
wechfelung der Buchftaben zurückgebracht, f wel- 
che die Hauptpunkte der Figur bezeichnen. Man - 
fehe (407). 

Schliefslich will ich nur noch bemerken, dafs die 
technifchen Formeln, wie die algebraifchen ihre Um- 
formungen haben. Diefe Umformungen beftehen im 
Verfetzen der Buclrftaben. 

Wenp z. B. 4 Linien a, b, c , d fich in einem 
Punkte fcbneiden, fo hat man 

a b 2}l cd 

und ä‘Zjzb"3 


Diefe beyden Aequipollenzen fagen < im Grunde 
daffelbe, nemlich, dafs lieh alle Linien in einem 
Punkte fcbneiden. Die eine ift alfo die Folge oder 
Umformung der andern : d. h. trifft man in einer 
Rechnung die Aequipollenz 

a b ;jl c ’2 

fo kann man fchliefsen, dafs 


« ‘ c ~|~ b ' d 
alfo 

Hat man die Ae.qnip ollenz a ’ 1 > ~f~ c ’S fo 
kann man den dritten Buchftaben für 


• / 
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den zweyten fetzen, ohne dafs Hie Aequi- 
pollenz aufhöre. 

Man kann hieraus die Natur der Regeln diefes 
, neuen analytifchen Mechanismus und ihre Anwen- 
dung auf andere Theile der Mathematik beurthei- 

/ • - . . . 

len. 

Ende. 





\ . • • - 
.1 . / 
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Abhandlung. 

Ueber 

das Verhältnifs, das z'w ifclien den Entfer- 
nungen von 5, willkührlich ira Raume 
angenommenen, Funkten beiteilt. 

> I 


Jede ebene Figur kann in’Dreyecke aufgelöft, und fo 
die Geometrie zweyer Dimenfionen, ftreng genommen, 
auf blofse ebene Trigonometrie zurückgebracht wer- 
dem Allein da man diefe Dreyecke, um lie in eine 
Rette zu verflechten, doch noch verbinden mufs, fo 
hat man fchon lange den Vortbeil anerkannt, den die 
Betrachtung eines Punktes mehr, gewährt, d. b. wenn 
man das Verhältnifs zwifchen 4 willkührlich in ei- 
ner Ebene angenommenen Punkten unterfucht. 
Eben fo ift in der Geometrie dreycr Dimenfionen die 
Theorie der dreyeckichten Pyramiden fundamental, 
da jedes Polyeder in fie zerlegt werden kann, aber 
da man diefe Pyramiden, von denen jede 4 Scheitel- 
punkte hat, doch noch verbinden mufs, fo wird man 
nicht ohne Nutzen, tim diefe Theorie vollftändig zu 
machen, das Verhältnifs zwifchen den Entfernungen 
von 5 im Raum angenommenen Punkten betrachten. 
Der Entfernungen zwifchen diefen Punkten * wenn 
man immer 2 vergleicht, find io, und es fällt in die 
Augen, dafs, wenn 9 bekannt find, die lote beftimmt 
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Sey n mufs, und in Werthen der g andern ausgedrückt 
•werden kann. v 

J 

Diefe Aufgabe behandele ich hier. Um zur Auf- 
löfung zu gelangen , mufs ich einige vorläufige Un- 
terfuchungen anftellen, von denen manche fchon an 
und für fich viel Intereffe haben, z. B. die folgende: 
Wenn die Kanten einer dreyeckichten Pyramide 
gegeben lind , dureh fie alles , was man bey der 
! >' Pyramide betrachten kann, z. B. Winkel, körper- 
lichen Inhalt, umfehriebene Kugel u. f. w. zu be- 
ftimmen. 

• Aus ihr fliefst die Auflöfung folgender Fnndamen- 
talaufgabe für die Geometrie dreyer Dimenfionen 
(eben das, was das Problem der Trigonometrie für 
die Geometrie zweyer Dimenfionen iß). . 

• ' Wenn von den Stücken, die zur Conftruction 
einer dreyeckichten Pyramide gehören , 6 zur Be- • 
ftimmung der übrigen hinreichende gegeben find, ' 
diefe übrigen zu finden. 

Die wefentlichften Anwendungen diefes Problem’* 
würden ein grofses Werk bilden (das ich für fehl 
nützlich halte), aber ich darf mich hier nur infofem 
dabey aufhalten als es nöthig ift, um zu dem mir 
Vorgefteckten Ziele zu gelangen. 

Mehrere der hier vereinigten Aufgaben find fchon 
von andern aufgelöft, vorzüglich von Euler in den 
Petersburger, von Lagrange in den Berliner (1773.), 
und von Gua in den Parifer Memoiren (i783-)> »her 
ich habe von allen diefen Aufgaben nur die kleine 
Zahl der nöthigften behalten, um nicht das Ganze - 
meiner Arbeit zu unterbrechen, und fie fo beban- 
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delt, wie es meine Abficht erforderte, die von dem 
Zwecke jener Geometer ganz verfchieden Avar. La- 
grange’s Abhandlung enthält die ausgedehntcftcn Un- 
terfuchungen , aber er fucht nicht wie ich hier, den 
entwickelten Ausdruck aller Theile der Pyramide in 
Werthen der Kanten zu finden, und die allgemein 
oben angeführte Aufgabe zu löfen, fondern er zeigt 
nur, indem er auf die Pyramide die Methode der 
Coordinaten und Projectionen anwendet, wie viel 
die Analyfis, gefchickt behandelt, vermag. 

Ich habe alle meine Aufgaben durch blofse ebene 
und fphärifche Trigonometrie aufgelöA; doch um 
meine Arbeit vollftändig zu machen, habe ich in we- 
nig Worten gezeigt, wie diefe Methode mit der Me- 
thode der Projectionen zufammenhängt. 

Bey diefer Gelegenheit habe ich auf eine neue, 
und wie ich glaube, einfache Art, die allgemeine 
Aufgabe der Verwandlung der Coordinaten im Raum 
aufgelöft, d. h. unter der Vorausfetzung, dafs die 6 
Coordinaten (alte und neue) mit einander beliebige 
Winkel machen. 

Um dem Gedächtnifs zu Hülfe zu kommen, fchicke 
ich einige bekannte Sätze voraus. 

I. 

' In einem gradlinigten Dreyecke, deflen Winkel . 
A> ß> C ihnen gegenüberftehende Seiten a, b, c find, 
hat man (I. Band p. 512 fq.) - • V >' 1 * 


1) . . . cof. A — 


b* + C 1 — a 1 

oho 1 


s) . , . ßn A — — i- T“ (aa z b* + aa*c 2 
sbe . r, 4 _t 4 - 


• , V , 


+ 2 S*c* 

cV 

3) das 
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* 3 ) das Perpendikel") 

ans dem' Winkel Al _ x Ba *c*+2b*c* 

auf die gegenüber« f ^ a *-b*-c*) 

ftehende Seite ' j ' J • 

rc»«*** ^ 

5) der Radius 

des umfclirie- ab c 

benen Kreifes y"( 2 a a 5 * +sa 2 c 2 + aPc* — o 4 

—b* — c 4 ) 

6) der Radius 

a - a ■+■ o + c 

. II. 

In einem fphärifcben Dreyecke hat man 

. . . co/Yz - to/7; . co/c . 

j) . . . . eof A — — — p—j p * — 

f J Jin b . Jin c 

„ ' ‘ cofA + coJ'B . cofC 

a) . . . . cof a — — T — „ — jA-r, 

J Jin B . Jin C 

3) der Sinus des Bogens, ) 

der fenkrecht aus dem ! — .-r — v*v. Ä / 7 « 

Winkel A auf die ge- >/*«<* 
genüberftehende Seite 
herabgelaffen jß J 


— cof c* + a cof a . 
cofb . cof c) 


III. 

_ t, / 

Wenn 3 Winkel A, B, C zufammen den ganzen 
Umkreis ansmachen , oder wenn einer, z. B. A — der 
Summe oder der Differenz der beyden andern iii, fo 
hat man folgende Formel: 

1 — cof A* —cof B* — ctfC 1 + acof A. cofB.cofC—o 

Machen die 3 Winkel einen halben Umkreis aus, 
fo hat man 

1 • — cof A z — cofB* — cofC*—acof A . cofB . cofCzzo 

II R 
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Machen die 3 Winkel nur einen rechten au«, fo 
erhält man 

xfinA* — fin B % — finC 4 — sfi nA\ finB .ßnC — o 
Wegen der Bezeichnung der Winkel verweile ich 
auf (Th. I. p. lßQfg.)* 


Aufgabe I. 

1. Wenn von den 6 graden Linien, die 4 
in einer Ebene angenommene Punkte zu 
zweyen verbinden, 5 gegeben find, die 
Cte in V/ertlien diefer 5 zu finden. 

■ Auflöfung. 

(Fig. 1.) B, C, D, j E feyen die 4 Punkte, und 

5 von den 6 Linien SC, SD, CD, BE, CE\ DE 

•* « * 

füllen gegeben feyn. 

Der Kürze wegen fey 

SC =: m 
CD — n 
SD s= p 

1 ¥ "• . 

BE —q 

, . CE = r 
DE = s 

2. Weil nun unter den 3 Winkeln CtiD, CBE, D&E 
einer ift, der die Summe der beyden andern ausmacht, 
fo hat man 

1 — coJCBD 2 — coJ'DBE- - cofCBE 1 + 2 co/CBD . 

' cofCBE . cof DBE = o . . . (A) 

< . 
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ater wir haben auch folgende 3 Gleichungen 


c 0 /C&P = m * + . f‘~ -g -] 

^ 2 mp I 

cofCBE = 

J 2 mq 

cofDBE = P Z —. f : 


(B) 


-s* 


Subftituirt man diefe Werthe zu der Gleichung (A) 
und reducirt. Io erhält man folgende Formel, die 
der Aufgabe genug thut: 
m*s 2 + s*m 2 4 * n^q 2 + q*n 2 + p 4 /' 2 + r*p 2 ' 

-f m 2 « 2 p a 4- irircfr 2 + nW> 2 4- p 2 q 2 s 2 

— m 2 n 2 q 2 — m a n*r* — n 2 s 2 q 2 — s 2 q 2 m 2 
— -mW 1 — m 2 p z s z — p 2 m 2 r 2 — p 2 s 2 r 2 

— rfr^q 2 — n?p 2 q 2 —p z q 2 r 2 — p 2 « 2 r* 

3. Diefe Formel drückt das Verliältnifs zwifchen den 
Entfernungen von 4 zu einer Ebene genommenen 
Punkten aus; oder was auf dafl'elbe herauskommt, 
zwifchen den 4 Seiten und 2 Diagonalen eines ebe- 
nen Vierecks. Sie ift, wie man lieht, zwifchen den 
6 GröEsen, m, n, p, q, r, s fymmetrifch, und da 
eine jede dann nur in der cten und 4ten Potenz 
vorkommt, läfst fie lieh wie die Gleichungen vom 
aten Grade behandeln. 

\ . 

• Aufgaben. 

4. Die Höhe einer drey eckichten Py- 
ramide aus ihren 6 Kanten zu finden. 

Auflöfung. 

Es fey ABCD (Fig. 2.) die Pyramide,, A der 
Scheitel, AE ihre Höhe, man foll alfo Al £ in 

R 2 
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Werthen von ÄB , AC , AD , BC, CD, JTE, fin- 
den. 

,5. Von dem Fufse des Perpendikels ziehe ich zu 
den Winkeln der Grundlinie, B , C, D, die 3 Linien 
EB, EC, ED, und ich bezeichne 

ÄB == / 

JtB =; g 

M-h s ' 

BC — m / 

CTJ — n 
DB - P 
EB = q 
EC — r 
’’ EB — s 

6. Die gefuchte Höhe AE ilenne ich x. Da ich 
nun fiir das Viereck BCDE diefelben Benennungen 
wie zu der vorigen Aufgabe behalten habe (Fig. 3.), 
fo wird die Formel (C) diefer Aufgabe auf den vor- 
liegenden Fall anwendbar feyn. Um q, r, t zu elimi- 
niren, haben wir die 3 Gleichungen 

97 = gg ~ xx 
rr — hh — xx 

ss — ff — xx 

Subftituiren wir diefe Werthe, fo erhalten wir fol- 
gende Formel, die der Aufgabe Genüge leiftet: 
xx(a m z n z + m z p z +zn 2 p z — m* — « 4 — p A ) 

+f*m z + m*f z -\-g*n 2 + ri*g z + h*p z + p*h z 
4 - m z n z p z + m z g z h z 4 - n z f z h z + p\f z g z 
— m z n z f z — m z n z g z — m z f z g z — m z f z h z 
— m z p z f z —m z p z h z —n z f z g z —n z g z h* 

—n z p 2 g z — n 2 p z h z — p z g z h z — p z f z h z — o . . .. (A) 
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' . ' • 

<7. Da die Formel (A) die 7 Quantitäten m, n, 

p> f g> h, x enthält, fo fieht man, dafs fie folgende 
allgemeine Aufgabe auflöft : 

Wenn von den 6 Kanten und der 
Höhe einer dreyecfcten Pyramide 6 
gegeben find, die 7te zu finden. 

8. Wenn die 3 auffteigenden Kanten f, g, h ein- 
ander gleich lind, fo wird die Formel 

( ff— xx) { 2rn z n z + am z p z + %n?p z — m * — « 4 — p 4 } 

— 7 n z n z p z — o . . . (B) 

was auch fonft leicht zu fehen ift, denn da 
ff— xx ~ ss — rr — qq 

weil 

■ { . ' f — § — h 

fo find s, r, q, 3 Halbmeffer eines K reifes, der um 
die Grundfläche BCD befchrieben ift, nach dem 
erften Lemma hat man ;• - 

ss ( 2 m z n z •+■ tm 2 p z + 2 n z p z — nt? — « 4 — p 4 } 

— m*»*p* — o 

welches die Formel (B) ift. 

Sollen auch die 3 Seiten der Grundfläche, m, n, p, 
einander gleich feyn, fo wird die Formel (B) 
xx ~ ff — \ mm .... (C) 
und ift / ~ m, fo hat man 

xx ZZZ § mm .... (D) 

welches der Fall bey dem regulären Tetraeder ift. 
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Aufgabe ,11°, 

i 

Wenn die 6 Kanten einer dreyeckicbf 
ten Pyramide gegeben find, den Wert;h 
einer Linie zu finden, die vom Scheitel 
zu irgend einem gegebenen Punkt der 
Grundlinie gezogen wird. 

Die Entfernung des gegebenen Punktes vom 
Winkel B fey p', und vom Winkel C, n'. Man hat 
alfo eine neue Pyramide, deren Grundfläche die Kan- 
ten m, q', r‘ hat, und deren auffteigende Kanten 
g, h, x find, wo x die gefuchte Linie bedeutet. Die 
neue Pyramide hat einerley Höhe mit der vorigen. 
Berechnet man alfo ihre Höhe aus den Kanten, und 
fetzt iie der Höhe der vorigen gleich, fo erhält man 
eine Endgleichung für x vom 4-ten Grade, die wie 
eine quadratifche aiifgelöfet wird. Ift die Höhe der 
Pyramide zj und bekannt, da lie der Höhe der vo- 
rigen gleich ift, fo haben wir 

U(2to* 2 ni 2 p* 2 + in ,2 p‘ 2 — to 4 — n'* — p' 4 ) 

-hx*m 2 +to 4 x z +g*n' 2 +n'*g 2 -{rh*p' 2 +p'*h 2 
■+• m 2 n ,2 p' 2 +m z g 2 h 2 -\-n' 2 h 2 x 2 -¥p ,2 g 2 x 2 
— TO* n ,2 x 2 — in 2 n /2 g 2 — m 2 g 2 x 2 — m 2 h 2 x 2 
— • m 2 p ,2 x 2 — m 2 p ,2 h 2 — n ,2 g 2 x 2 — n /2 g 2 h 2 
— n ,1 p ,? g 2 — n ,2 p /% h 2 — p ,2 g 2 h 2 — p /2 h 2 x 2 — n 

Aufgabe III. 

9. Den körperlichen Inhalt einer drey- 
eckichten Pyramide in Werthen ihrer 6 
Kanten zu finden. , 

r Es fey (Fig. 4.) wie vorher 
m, n, p, die 3 Kanten der Grundfläche; 


/ 


\ 


263 

f, g, hs diö 3 auffteigenden refpective gegenübcr- 
ßehenden Kanten : 

\ s 

& -r ilie Höhe der Pyramide über der Grund- 
fläche BCD ; 

S der gefuchte körperliche Inhalt, 

fo haben wir r 

S — \x . BCD 
Nun ift nach Lemma 1 

BCD 11 % K(s m*n* -F am*p* +an z p*~m A —n A -~p*) 
Subftituirt man diefen Werth in die erfte Gleichung 
, quadrirt, und fubliituirt dann den Werth von xx 
aus der Formel (A) der vorigen Aufgabe, fo erhält 
man folgende Formel, die der Aufgabe Gnüge leiftet 

g . 16 SS +f*m* +m A f*+g A n % +n*g* +h*p* +p*h z 
+m*n*p z +m*g*ü* + n*f*h x +p x f*-g* 
—nt 2 n*f*-m*n*g* 

—m % p 2 f* — — « a /V — n % gVi* , 

— n*p*g % — n'pHi* —p'g'h* —p*f A h A o 

.... (A) 

• » ' ' . ' * 

ro. Weil die Formel (A) die 7 Quantitäten m, n, 
p, f, g, h, S enthält , fo löft fie offenbar folgende 
allgemeinere Aufgabe auf : „ . ; , 

Wenn von den 6 Kanten einer dreyeckichten 
Pyramide und ihrem körperlichen Inhalte irgend 
6 gegeben flnd, das 7te zu Anden. 

1 / ' 

11. Sollen die 3 auffteigenden Kanten f, g, h gleich 
feyn, fo wird die Formel 

9. 16 ^S—ff^an^n 3, +am z p* +an*p z — m A — n A — p*) 

— TV?n % p z . . . (B) 


\ 
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Sind auch die 3 Kanten der Grundfläche m, n, p 
gleich, fo wird die Formel (B) 

9 . 16 SS ~ 3 ffm* — m? . . . . (C) 

1 / N . 

Ift auchy ~ tn, wie bey dem regulären Tetrae- 
der, fo hat man 

Q _ 1 3 

0 ~ 6T‘s m • • • • (D) 
Aufgabe IV. 

iS. Den Halbmeffer einer um die drey- 
«ckte Pyramide befchriebenen Kugel, in 
v \Verthen der Kanten auszu dirücke n. 

. Esfeyen 

m > p> n, die 3 Kanten der Grundfläche; 
f> g, h , die 3 auffteigenden Kanten.; 

S der körperliche Inhalt; 

Ä . der Halbmeffer der umfchriebenen Kugel. 

Stellt man fich vom Mittelpunkte diefer Kugel 
Linien in die 4 Winkel der Pyramide gezogen vor, 
fo werden diele Linien (welches die gefuchten Halb- 
meffer find), die Pyramide in 4 andere zerlegen, de- 
ren körperlichen Inhalt man durch die Formel (n,B) 
findet. Setzt man den Inhalt diefer 4 Pyramiden dem 
Inhalte des ganzen gleich, den man au 9 (11, A) fin- 
det, fo hat man nach Reduct : onen folgende For- 
^ mel; 
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4 RR (f*m 2 +m A f 2 +g*« 2 + ra*g-* + h*p 2 +p*h* 

<.. : : * +m 2 g 2 h 2 +p z f*g z + n 2 f 2 h 2 + m 2 rt 2 p 2 

— m 2 n 2 g 2 — n 2 p 2 g 2 — n z f z g z — Tn 2 f 2 g z • . 
v ■ — n 2 g 2 h 2 — p z g z h 2 — m 2 n 2 f 2 — m 2 p 2 f x 

— n 2 p 2 h 2 —m z p 2 h 2 — m 2 f 2 h 9 — p 2 f 2 h 2 ) 

+ zn 2 p 2 g 2 h 2 -\- 2m 2 p 2 f 2 h z + am z n 2 f 2 g 2 
— m^/ 4 — — A 4 n 4 — o ... . (A) 

' . \ ' ' ‘ • 

13. Die Formel (A) löft offenbar folgende Aufgabe 

auf: 

1 

Wenn von den 6 Kanten einer d r e y- 
. • eckichten Pyramide, und dem Halb- 
meffer der um fchriebencn Kugel, ir- 
gend 6 gegeben find, das 7te zu finden. 

14. Sind alle Kanten gleich Avie bey dem regulä- 
ren Tetraeder, und bezeichnet man mit m eine von 
ihnen, fo ift 

R ±= mrCS) (B) 

Aufgabe V. 

r.if , - ■ 

15. Den Halbmeffer der einer dreyeckteiü 

Pyramide eingefchriebenen Kugel in W*r- 
then der 6 Kanten zu finden. 

. Es fey (Fig. 4.) 

m, n, p, die 3 Kanten der Grundfläche; 
ft g> h, die 3 auffteigenden refpective gegenüber* 
flehenden Kanten: . 

$ der körperliche Inhalt der Pyramide; 

r der gefuchte Halbmeffer der eingefcbrie- 

’ .-st-' benen Kugel. 
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Durch Linien aus dem Mittelpunkt diefer Kugel 
in die 4 Winkel der Pyramide gezogen, wird Ge in 
4 kleinere zerlegt. Man hat alfo 

S=\r(BCD + ABC+ABD + ACD) .... (A) 
Durch das Lemma I. haben wir aber BCD, ABC , 
u. f. w. , und durch Aufgabe III. (9) auch S. Subfti- 
tuiren wir di^fe Werthe, fo entfteht 

rT~(^m z n z + am~p z -f an z p z — m A — n 4 — p 4 ) 

+ V (ag*h z + 2g i m z 4- 2h z m z — g* — A 4 — m 4 ) 

+TC-f t g i +Pl > 1 + 2 g 2 p*—f*—g*-p*) + T(-P hz 

+af z rt z +2h z n z —p — Ä 4 — n 4 ) 
s=: Y~ (jn z fi z f z -^-m z ,i z g % 4- m z f z g % +m z f*h % +m z p z f* 
+ m z p*/t z + n z f z g z 4* n z g z h z ) 

4- n z p z g * 4- n z p z h* +p*g z h% 4- p z f z h z —f*m z — m 4 / 2 
' — g 4 « 2 — n*g z — h*p z — p*h z 

— m z g 7 h z —n z f z h z — p 2 f z g z — m z n z p z ) .... (B) 
16. Lagrange bemerkt, dafs es aufser der einge- 
fchriebenen Kugel noch 4 andere gebe, die eben To 
wohl die 4 Seitenflächen der Pyramide berühren, 
aber dafs dann immer eine diefer 4 Seitenflächen 
äufserlich von der Kugel berührt wird. Man kann 
fo leicht den Halbmeffer diefer 4 neuen Kugeln fin- 
den , denn man braucht nur die Seitenfläche, welche 
äufserlich von der Kugel berührt wird, als negativ 
zu betrachten, d. h. den Wurzelgröfsen , welche Ge 
ausdrücken, das Zeichen — zu geben. Will man 
2: B. den Halbmeffer der Kugel finden, die innerlich 
die 3 Seitenflächen AB C, ABD, ACD berührt, und 
äu&erhch BCD, Co braucht man nur in vorftehender 
Formel (J3) der Wurzelgröfse 

Y’(ajn z n z +.am z p z 4- a n z p z ~m* — » 4 — p 4 ) 
das Zeichfen — zu geben. 
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37. Durch die Formel (B) ■wird folgende allge-- 
pieine Aufgabe gelöft: ♦ 

Wenn von den 6 Kanten einer dreyeckichten Py- 
ramide, und dem HalbmeJTer der eingefchriebenen 
Kugel 6 gegeben, find, das 7te zu finden. _ 

iß. Bey dem regulären Tetraeder hat man — 
r ~ Ui i r ~Cn) • • • » (C) 

-Aufgabe VI. 

19. Die Entfernungen der Perpendikel 
einer dreyeckichten Pyramide, d. h. die 
Entfernung des Punktes, wo ein Perpendi- 
kel die Fläche, auf die es fällt, fchneidet, 
von jedem Winkel eben diefelbe Fläche 
anzugeben. 

. 0 • <• * • f 

Es feyen (Fig. 4.) \ ir . v 

th, n, p, die 3 Kanten der Grundfläche; 
f, g, h, die 3 auffteigenden gegenüberftehenden 

Kantep; 

‘ * • * t : » . * - 1 f . : * * I , • < 

jr die Höhe des Scheitete A über die Fläche BCD: 

:Var_ .. u.i. -• • , • ; . •«. * ■ * . 

BE die gefuchte Entfernung des Perpendikels, 
fo hat man 

r , . i BE — gg — xx 

Subftituirt man hier den (6) gefundenen Werth von' 
xx, fo hat man folgende Formel, die der Aufgabe 
Gnüge thut; • 1 .■’* 


•J 


. / 


Digilized by Google 



a6ö * v 


2m^p a +an 2 p 3 — tn* — n* — p*}~ ' 

am 3 p 3 g 3 + g 2 m 3 n 3 +g 3 n 3 p 3 — to 4 ^ -3 — P*g 2 
• ; +f*m 3 + m*f 3 +g*n 3 +p*h 3 + h*p 3 

-\-m 2 n 3 p 3 4 - m 3 p 3 h? ■+■ n 3 f 3 h 3 + p 2 f 3 g 2 

— ni-ri'-f 3 — m 3 n?g 3 — ™?f 2 g 2 — m 3 f : h? 

— m a p'f 2 — m 3 p 2 h * —n 3 f a g 2 — n 3 g 3 h 3 

— n 2 p 3 hP — p 2 g 3 h 3 — p?f a h a .... (A) 

so. Die Formel (A) löft folgende allgemeine Aufgabe: 
Wenn von den 6 Kanten einer drey- 
eckichten Pyramide und einer der l 3 
* Entfernungen der Perpendikel, 6 ge- 
geben find, das 7te zu finden. 

Aufgabe VII. 

i . 

ai. Die Entfernung des Fufses eines Per- 
pendikels in der dreyeckichten Pyramide, 
von den 3 Kanten der Fläche, auf der es 
lieht, in Werthen der 6 Kanten zu finden. 

Es feyen wie vorher (Fig. 5.) 
m, n, p, die 3 Kanten der Grundfläche ; 
f> g> h, die 3 auffteigenden gegenüberflehenden 

Kanten ; 

. J 

x das Perpendikel aus A auf BCD ; 

EF die gefuchte Entfernung des Futses des Perpen- 
dikels aron BC. 

- Aus A ziehe ich AF. So habe ich durch das 
erfle Lemma den Werth von AF , die fenkrecht auf 
EC fleht, und durch die zweyte Aufgabe (6) AF 
oder x. Subflituire ich diefe Werthe von AF und x 
in der Gleichung 

EF — AF — xx 

» '• 

A , . ./ 

* ' • ■ ' / 
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l'o haben Mir folgende Formel, die der Aufgabe Ge-, 
ringe leiftet. 

El' { sm a n a + -rt-p 2 — m 4 , — « 4 — p 4 } ~ 

• • ’ • 1 

1 / am*n a +o/M 2 p Q +2« 2 p a — m 4 — « 4 — p 4 } 

^ //W ” {zg*hr + cg 7 m‘ 4 cA a m 2 — g 4 — h* — m 4 } 

4 -Tn*f* + f*m" ~h n*g a + g A n? + p 4 A 3 + A 4 p a 
+ ni"n 2 p 2 +■ m-g-h 2 + n"f 2 h? + p-f 2 g 2 
— m a n-f a — m?n*g* — m a f a g a — m»/ a A a — m*ppf a 

'—m 2 p*h? 

-/Pj'~-g-—n 2 g'-li a —/r-p-g-—p 2 g-h 2 — p-h-f 2 . ... (A) 
20. Die Formel (A) löß folgende allgemeine Auf- 
gabe: ' 

Wenn von den C Kanten einer d r e y- 
eckichten Pyramide, und der Entfer- 
nung desFufscs eines der Perpendi- 
kel von den Seiten der Fläche, auf der 
* es fteht, 6 gegeben find, das 7t e zu 
finden. 


Aufgabe VIII. 

23. Die Entfernung je des Scheitelpunkts 
vom Schwerpunkt der drey eckichten Py- 
ramide in Wertlien der 6 Kanten auszu- 
drücken. 

Es feyen (Fig. 40 

m, n, p, die 3 Kanten der Grundfläche; 
f,g, h, die aufßeigenden Kanten; 
y ... . die gefuchte Entfernung des Scheitels A 
. ' vom .Schwerpunkt. ' 
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Nach den bekannten Lehrfätzen vom Schwer- 
punkt hat man 

f/ + gg + hh)—(mm + rm+pp +ff+gg +hK) 
16 * 

oder nach Rednction 

: 16 J/ = 3 (.ff+gg + h 7 i) — (mm. +nn+pp) (A) 

Die Formel (A) löft die allgemeine Aufgabe: 
Wenn von den 6 Kanten einer d r e y- 
eckichtdn Pyramide und der Entfernung 
eines Scheitelpunktes vom' Schwer- 
punkt, 6 gegeben find, das 7te zu fin- 
de n. 


24. 




Aufgabe IX. 


25. In Werthe.11 der Kanten einer drey- 
eckichten Pyramide, alle Winkel, die durch 
diefe Kanten zu zweyen an den Scheitel- 
punkten gebildet werden, auszudrüc.ken. 
Es feyen (Fig. 4.) 

m, n, p, die 3 Kanten der Grundfläche; 
j, g, h, die 3 auffteigenden Kanten; 

** A, A 

BAC oder g h einer der gefuchten Winkel. 

A 

Da gh ein Winkel des Dreyccks ABC ift, fo hat 
mail nach dem erften Lennna, ohne dafs f, n, p, 
den Werth mit beftimmen. 


r A / gg + Ml — mm 

co g/i—°2 

J ° c gh 


<A) 


Eben fo find die Formeln für jeden der n übri- 
gen Winkel. \ 


Diqitiz 
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• a6. Aus der Formel (A) folgt 

sgh . cof gh=:gg +AÄ — mm "j 
-fg • coffg — ff + gg —pp > • * ’ * ^ 
afh . coff'h —ff + hh — nnj 
Addirt man diele Gleichungen, fo hat man 

5 a gh • cofgh + afg coffg + nfhcoffh = aff + sgg 
4- shh — mm — rin — pp . . . (C) 
Vergleicht man diefe Formel mit der der vorigen 
Aufgabe und zieht die eine von der andern ab, fo 
kommt ' , 

i%)' ~ff + gg + ÄA + aghcofgh + afg coffg 
+ afhcoffh .... (D) 
wodurch folgende Aufgabe gelöfet wird:. 

Wenn in einer d r ev e cki ch t e n Pyra- 
mide von den 5 Kanten, die von einem ' 
Scheitelpunkt ausgehen, den 3 Win» 
kein, die von diefen Kanten zu sweyen 
gebildet werden, und der Entfernung 
diefes Scheitelpunktes vom Schwer- 
punkte 6 gegeben find, das 7te zu fin- 
den. 

' * . ^ - - * 

Aufgabe X. 

27. In Werthen der 6 K anten einer drey- 
eckichten Pyramide den Winkel auszu- 
drücken, der durch 2 refpectiye gegen- 
über flehende Kanten gebildet wird, d. h. * , 

(weil fie nicht in einer Ebene find) den 
Winkel, welchen mit einer von ihnen die 
-Linie machen würde, die aus einem be- 
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liebigen Punkte der erftern parallel mit 
der andern gezogen Ul. 

• Wir wollen z. B. indem wir (Fig. 4.) die vori- 
gen Bezeichnungen beybehalten, den Winkel fuchen, 
den g und n bilden ( g und n, h und p, f und m 
find die einander gegenüberftehenden Kanten), d. h. 
den Winkel, den eine durch den Punkt B parallel 
mit n gezogene Linie, mit g bildet. 

* Um die Figur deutlicher zu machen, wollen -wir 
fie von neuem befchreiben (Fig. 6.) Es fey BO pa- 
rallel mit CD. \ 

Wir wollen uns die Oberfläche einer Kugel 
vorftcllen, deren Mittelpunkt in B ift, und die in 
den Punkten a, o, d, c, von den Linien BA, BÖ, 
SJ), BÜ gefchnittcn wird. Die Ebenen, in denen je 
zwey diefer Linien liegen, bilden auf der Kugelober- 
fläche ein fphärifches Dreyeck ado , das mit dem er- 
fieren aed, in c einen Winkel gemein hat. Wir ha- 
ben alfo nach dem eien Lemma 

s* * t 

a cof ad — cof ac . cof cd 


cof aed = 


Jin ac. . Jin cd 


_ cof ao — cof ac . cof co - 

cof aed — 7 : —r- 

J Jin ac . Jin co 

daraus 1 

( cofao — cofac . cof co) fined =0 (cof ad 
; — cof ac . cof cd) Jin co . 

aber 


(A) 


ac — ABC 
co = OBC - 
cd ~ CBD 
ad — ABD 


■ fuppl . BCD 


Nun 
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. Nun find alle diefe Winkel bekannt und leicht 
in Wertken der Kanten auszudrücken, es ift alfo in 
der Gleichung (A) nichts unbekannt als, der gefachte 
Bogen ao das Maafs des gefuchten Winkels Sji'XJJ} 
Die vorige Gleichung wird folglich 
( ro fg n +cofABC . cofBCD ßn CBD~(c 0 fJJiD 

— cofABC . cofehD) finBCD <C) 

Da wir aber g'n in Werthen der Kanten haben wol- 

A A 

len, fo drücken wir darin ABC, BCD u. f. \y, ver- 
möge des eilten Lemma aus. , • • 

Es ift alfo (Fig. 3.) 

co/Aßc=££±J!' m Aä 

J sgm 

_ mm -f nn — pp 

&mn ’ ‘ ■ 


cofBCD : 
ßnBCD : 


amn 


V" {am z ri z 4- zm 2 p 2 + *n*pi*—m* 


a ,fÄ&D=*L±M=fL 

' ~gP 


cofCBD-, 
ßn CBD- 




mm -t- pp — nn 
amp 

1 Y~ { fl/n*«* amf 2 +2 rPjf — m* 

n* p*\ 


' amp 


Subftituirt man diefe Werthe in (B), fo erhalten wir 
folgende Formel: 

2gn cofg n — lih + pp — ff — mm . . . ; (C) 
23. Die Formel löfet folgende allgemeinere Aufgabe: 
Wenn von den 6 Kanten einer drey- 
eckichtcn Pyramide, und einem der 5 
' Winkel, welche durch die gegenüber, 
ftehenden Kanten gebildet werden, 6 
gegeben find, das 7te zu finden. 

II. , S 
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1 

eg. Wendet man die Formel auf die andern ge- 
genüberftehenden Kanten m, j , und p, h an, fo, hat 
man folgende Gleichungen: 

cgn . cofg'n ~ hh +pp —ff —mm ] 

üfm coff'm — gg + nn — hh — pp > • • • • (D) 

Shp . cofh'p ~ff+ nnn—gg—nn ) 

Addirt man, fo entfteht folgende merkwürdige fym» 
metrifche Formel: 

fm . cof f^m +gn . cof g'n + hp . cof hf — o . . . .'(E) 
30. Man kann noch bemerken, dafs, wenn man 
die Höhe der Pyramide — o fetzt, fie zu einem ebe- 
nen Viereck wird, auf das auch die Formeln anwend- 
bar find (Fig. 3.). Sie werden dann 
ums . cof m n s ~ qq + nn — rr — pp "| 
anq . cof n^q — rr + pp — sä — nun (F) 

spr . cof p A r ~ ss + mm — qq — nn J 
Hier giebt die letzte Formel, z. B. die Auflöfung 
der Aufgabe: 

Wenn die 4 Seiten eines ebenen Vier- 
ecks, und der Winkel zwifchen bey- 
den Diagonalen gegeben ift, diefe bey- 
• den Diagonalen zu finden; 
man braucht fie nur mit der Formel (C) der Auf- 
gabe I. (5) zu verbinden. 

Eben fo würde man diefe Aufgabe lÖfen: 

Wenn man den Inhalt eines ebenen 

/ 

Vierecks und feine 4 Seiten kennt, die 
beyden Diagonalen zu finden. 

Nennen wir den Inhalt a, fo haben wir bekanntlich 
iP r . fin p 'r — a , 
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Dividirt 1 man diefe Formel durch die letzte der For* 
mein (F), fo kommt 

s.s + mm — qq — nn 
i^act 


cotang p K r — 


Da man nun den Winkel p''r kennt, fo komme 
die Aufgabe auf die erfte zurück. 

Aufgabe XI. 

31. In Wcrthen der 6 Kanten einer drey* 
eckichten Pyramide alle Winkel annn- 
driieken, die durch zvyey Seitenflächen 
gebildet werden. 

Es fuyen wie vorher (Fig. 5 -) 
m, n,p, die 3 Kanten der Grundfläche; 
fi, gy h* die 3 gegenüberflehenden auffteigenden 

Kanten; 

x ... * die Höhe des Scheitels A über dey 

Grundfläche hCD. 

AFE ift offenbar der Winkel, den die Seitenflächen 

_____ jt 

ABCy BCD, deren Durchfchnitt BC ift, mit einan- 
der bilden. 

• 4 ' i 

Man hat 

1 AF . fin AFE — x 

Die Aufgabe II. (6) giebt x, das erfie Lemma AF, ' 
fubftituirt man alfo ihre Werthe, fo entfteht folgende 
Formel: 

fin ApE { 2 m z n z 4 - fi m?p % + znAp*- — m 4 — n A — //} 
{ag z h z +Lg z m z h' m z - g A — !i A — 

■+^m z {m A f z -f •f A m z +n A g z + g*n z +p*h z +/t 4 p a 
+/n?n 2 p* 

+ mrg^h* + n z f z h z + p 2 f z g z — m z n~f z — m z n z g 2 
— 1 n z f z g z — m z f z h z 

— m z p z f z — m z p z h z — n z f z g~ — n z g z h z — n'jFg 2 
— n z p z h — p z g z h z *—p z j' l h z ) — o ... (A) 

S a 
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5C. Diefe Formel löfet folgende allgemeinere Auf- 
gabe: 

Wenn von den 6 Kanten einer drey- 
eckichten Pyra in 1 de, und dem Winkel, 
den c Seitenflächen bilden, 6 gegeben 
find, da« 7te zu finden. 

I 

Aufgabe XII. 

33. ln Wevthcn der 6 Kanten einer drey- 
eckichten Pyramide die 12 Neigungswin- 
kel diefer Kanten auf den Seitenflächen 
auszudrücken. 

Ich behalte die Benennungen der vorigen Aufgabe 

A 

und fuchc z. B. den Winkel AUE (Fig. 5.), welches 
der NeigungsAvinkel der Kante AB auf der Seiten- 
fläche BCD ift. , 

m , 1 \ 

Subltituirt man in 

g . ßn ABE — x 

für x den Werth, den die Formel (A) der Aufgabe 
II. ^6) giebt, fo entßeht folgende Formel: 

ßnAB ft • gg { 2 m 2 n i + 2 m"p z — m 4 — n 4 — p 4 ) 

+ m 4 f z +f 4 m z +n 4 g z +g 4 ri z +p 4 h 1 +h 4 p z 
+ m z n z p z + m z g z h z ■+■ n z f z h z . + p z g : 'f* 

— m r n z f* — m z n z g z — — m z h z J z 

— m 2 p 2 f z — m z p z h z — n z g z f z — n z g z h z 
— f ftp % g z — n z p z h z — p z g 2 h z — p z h z f z — o . . . (A) 

34. Die Formel lüfet folgende allgemeinere Auf- 
gabe : 

Wenn von den G Kanten e i n ev d r e y- 
eckichtcn Pyramide und dem Neigungs- 
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Winkel einer Kante auf einer Seiten- 
fläche, die fie trifft, 6 gegeben find, 
das 7te zu finden. 

A u f g a b e (XIII. f , 

« ' 

35- In Werthen der 6 Kanten einer drey- 
eckichten Pyramide die ia Winkel auszu- 
drücken, Avelche diefe Kanten mit den an- 
liegenden Perpendikeln bilden. 

Wir behalten die vorigen Benennungen, und Tu- 
chen z. B. den Winkel BAE, welchen die Kante 
Aß mit dem anliegenden Perpendikel A& bildet. ■’ _ 
Subliituirt man in 1 •*'••1 -■ 

g . cofBAE — X ' ' "• 

für x den in der Formel (A) de* Aufgabe <11, 6) ge- 
fundenen Werth, fo entfleht folgende Formel: 
coj BAE . gg {2m*n--t2m 3 -p z +2n z p' i -‘ — m 4 —/A—p*} 
~rni*f z - \-f*m 2 -\-n*g 2 -hg*n 2 + p*h 2 ~rh*p 2 
~ + m 2 n 2 p 2 + m 2 g 2 h % + n 2 H 2 f* *f* p*g*f z 
* — m 2 n 2 f 2 — ' m 2 n*g 2 — m 2 g 7 f 2 — m 2 h t f* 

. — mtp 2 / 2 — m 2 p 2 h 2 — TT^g^f 2 — n 2 g 2 h 2 , 

— n z p 2 g z —n 2 p z h z — p 2 g~h z — p^h 2 ] 2 ^o . .. (A) 

3 6 . Die Formel (A) löfet folgende allgemeiner^ 

Aufgabe: 1 > •- 

Wenn von den 6 Kanten einer drey- 

eckichten Pyramide und einem der xa 

Winkel, den diefe Kanten mit den an- 
* 

liegenden Perpendikeln machen, 6 ge- ~ 
geben find, das 7te zu finden. 


v 
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-r : m * t Aufgabe XIV. 

37. In Werthen der 6 Kanten einer drey* 
eckichten Pyramide die Winkel auszu- 
drücken, welche jedes Perpendikel mit 
den anliegenden Seiten macht. 

.-/o , Wir, behalten die vorigen Bezeichnungen , und 

A 

Tuchen z. B. die Winkel FAß, den das Perpendikel 
^lß tnit der Seitenfläche ABC macht. 4 

Offenbar ift 

AF . cofFjE — yJB 

Subftituirt man hier für AE den Werth aus der Glei- 
chung (A) der Aufgabe (II, 6) und für AF den aus 
dem erften Lemma gezogenen Werth, fo erhalten 
wir: 

cof FAß { sg*h* +c g z tn* + &h*m z —g*—h* — ?/t 4 } 
{am*/i z -\-am % p*+2n z p* — m 4 — « 4 — p 4 } 
..-(-/pnm (jn*f z J r f 4 m z +n 4 g % -\-g*n z + p 4 h z + h 4 p z ) 
~ *+■ m*/i % p* + m z g z h z + n*h x f* + p*g*f* 

— m x n z f* — m z rpg z — z f z — m i i x f z 
• — m z p z f z — m z p z h % — »W* — Ji z g z k z 
— n z p z g z —n z p z h z — - p*g z h x • — p z h z f z — o .... (A) 

38 * Die Formel löfet folgende allgemeinere Auf- 
gabe: 

Wenn von den 6 Kanten einer drey- 
_t- eckith ten.Py r amid e, und einem der 12 
Winkel, welche die Perpendikel und 
die anliegenden Seiten bilden, 6 gege- 
ben find, das 7te zu finden. 
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.Aufgabe - XV. 

3g., In Wertlien der 6 Kanten einer drey- 
eckiehten Pyramide alle Winkel auszu- 
driicken, welche von den Entfernungen 
der Perpendikel (Viehe 19.) gebildet werden. 

1 ' 

Wir behalten die vorigen Benennungen und fu- 

\ 

chen z. B. den Winkel BEC , den die beyden Ent« 
fernungen der Perpendikel (Fig. 5.), EB, EC, bilden. 
Das erfte Lemma giebt 

r-n,\„ ffi' ± ÜB' -BÖ* 

coj ISJjL — 3 

s.BE.CE 

aber man hat j . 

* 1 

BE — gg — xx 
* 

CE — lih — xx 

1 . \ 

BC — m , 

* • i ' ‘ ‘ ' ' ‘ t 

aifo wird die vorige Gleichung 

gg + hh — mm — axx . 


cofBEC= l 


(A) 


2 Y~ (gg — xx) (hh — xx) 
eine Formel, worin man nur für x noch den Werth 
aus der Formel (A) der Aufgabe (II, 6) zu fubftituiren 
braucht. • ' 

40. Die Formel löfct die allgemeinere Aufgabe: 
Wenn von den 6 Kanten'' einer drey- 
eckichten Pyraipide, und dem Winkel, 
den 2 Entfernungen der Perpendikel 
machen, 6 gegeben find, dae 7te zu 
finden. 
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Aufgabe" XVI. 

41; In,Werthen der 6 Kanten einer drey- 
eckicbtep Pyramide, die kürzcfte Entfer- 
nung zAveyer gegenüberftehenden Kanten, 
d. h. die Linie zu finden, die auf beyden 
fenkrecht fleht. 

Ich behalte die Benennungen der vorigen Auf- 
gaben, und fuchc z. B. die kürzeftc Entfernung von 
g nach n (Fig. C.). 

Weil nach der Annahme BO parallel mit CD ifl, 
fo wird die Ebene AB O auch derfclben Linie parallel 
feyn, 'und die gc fuchtc Entfernung ifi folglich diefelbe, 
als die Entfernung irgend eines Punktes der Linie CD 
z. B. C, von der Ebene ABO. 

Senke ich nun vom Punkte C, das Perpendikel 
' Tu auf BÖ, und ziehe Au, fo ift CBAu eine drey- 
eckiclue Pyramide, und die gefuchte Entfernung ift* 
wenn wir ABu als Grundfläche annchmen, die Höhe 
diefer Pyramide, man braucht alfo nur die 6 Kanten 
der Pyramide CBAu durch die 6 Kaiiten der Pyra- 
mide ABCD auszudrücken, fo giebt die Forrjiel (6) 
uns die gefuchte Höhe. 

Unter den Kanten der Pyramide CBAu find AB, 
BÖ, AC .fJion bekannt, und es ift 

Cu — BC . fin.GBO — BC..ßnBtD ' 

= — BC . vofBÖD - • > ■> 

Au — AB 4 - Brt — 2 AB . Bu . cofABu.' 

Da nun ABu — g'n dem Winkel, der in der vori- 
gen Aufgate gefunden ward, fo ift alles bekannt, und 

* 
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wir erhalten (Fig. 5 und G.) die G Kanten der neuert 
Pyramide in Werthen der erften 

.... JB-g 

AC — h 

EC — m , .• . . • , 

PP — mm — nri) 


Cu — 


, Y~ (am?n z H- ani z p z +'s nPp* 


> . . . . (A) 


tn 


— irr — « 4 — p 4 


Jf~ = — m 4 —p 4 +4^ 2 /i z ~\‘Z/uP‘p : 

U 2n +2/i 2 m- +2lrn z -\-sf z p' 4 

— zk 2 /n z — s /' 2 « 2 — 2 h 2 p 2 } 


Um nun. die Formel (6) auf den gegenwärtigen 
Fall ansuw enden, mufs man für 
71 % * « * • A-E 

71 > ,, i 

'* „ ‘ . . . - .. ' ' v L 

p . ^*, 4 ü. . - . ' , •->} , 

f ... . Cu . 
ff ... . AC 
h . . . . BC 

fetzen, dann giebt x durch eine quadratifche "Glei- 
chung ohne zweytes Glied die gefuchte Entfernung. 

; ... .. T . . < ' ■ r ... . * ■ > 

' 4.2. Die fo gefundene Formpl Iöfet die allgemeinere 

Aufgabe: , •* . / . 

| _ 
Wenn v o n den 6 Kanten einer drey- 

I - _ ’■» • > \ 

eckichten Pyramide, und der Entfer- 

1 mj 

nung zw eye r gegen üb e r fte he n den Kan- 
ten, 6 gegeben find, das 7te zu fin- 
den. 
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oder 


*. i. 


G 82 

1 , I 

‘ • ■ ‘ Aufgabe XVII. 

43. In Wert lien der 6 Kanten einer drey- 
, eckichten Pyramide den Winkel anszu- 

drücjicn, welchen 2 Ilalbmeffer der 11 m- 
fchriehenen Kugel bilden, die man zu den 
Endpunkten einer Kante zieht. 

Ich behalte die vorigen Benennungen und fuche 
z. B. den Winkel, den die Halbmeller bilden, die durch 
B, C, gehen (Fig. 4.). 

Der gefuchte Winkel lieifse m\ fo haben wir 

> r , 2 RR — mm 

cofm/=— ags — 

I • 

e(i — cofm *) BR — mm .... (A) 
Subftituiren wir hier den Werth von R ans der For- 
mel (A) der Aufgabe (IV, 10), fo haben wir 

(1 — cofm') {g*n* + J A m* + h*p* — 2g z h z n z p z 
—-f 2 h z m , p^-rif 2 g 2 l m z n z } 

— 2mm(g*n z +n 4 g z +f*m z -\-m*f z +h*p z +p* 7 i z 
— g r m z n z — g z n z p z — g z f z rn z — g 2 h 2 a z — g'h ? p % 

. . . — f 2 m 2 n 2 — f 2 rii z p z —h 2 n z p z — f 2 h 2 m z — f 2 h 2 p~) 

(B) 

44. Die Formel löfet folgende allgemeinere Auf- 
abe : 

Wenn von den 6 Kanten einer’drey- 
eckichten Pyramide und irgend einem 
der Winkel, den die zu den Endpunk- 
ten einer Kante gezogenen Halb me f- 
fer der um fchri eb enen Kugel bilden 
C gegeben find, das 7te zu finden. 


■; 1 
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A u f'2 a b e XVIIL 


45. Wenn von allen Quantitäten, die bcy 
der C o n ft r u c t i o n einer d r eye ck ic h t e 11 Py- 
ramide vo rk o mm e n , 6 gegeben find, die 
die übrigen bcftimmen, diefe übrigen zu 
finden. 

Zu denen, die die übrigen nicht beftimnien, ge- 
hören z. B. die 6 Winkel, oder 4 Quantitäten, die zu 
einem Dreyeckc gehören. 

Sind es aber folche, die den Heft beftimmen, fo 
fuclie man ihren Werth aus den vorigen Formeln 
durch die Kanten auszndrücken, und ziehe dann in 
gegebenen Gröfscn den Werth jeder Kante aus (liefen 
Gleichungen, welche Werthe man in die Formeln 
für jede Quantität, die zur Conftruction der Pyramide 
gehört, fubltituirt. 

V 

46. Sucht man nur das Verhältnifs, das zwifehen 

den Winkeln der Pyramide beliebt, fo lind 5 genug, 
■um die übrigen zu finden. ' 1 

So wie wir alle Tlicilc der Pyramide durch die 

I , , 

Kanten ausgedrückt haben, könnten wir auch all* 
ihre Winkel in Werthen der fi Winkel ausdrücken, 
welche je zwei Seitenflächen bilden, wenn wir vor- 
her die Bedingungsgleichung aufltellen, die diefe 6 
Quantitäten unter einander verbindet, da 5 von ihnen 
genug lind, den 6tcn zu beftimmen. 

47. Man könnte zu diefer Beltimmung auch 6 an- 

* 

dere Winkel nehmen, z. B. die Winkel, Avelche zw ey 
■Halbmelfer der umfehriebenen Kugel, die durch die 
Endpunkte einer Kante gehen, machen, wenn man 



234 - 


I 


nur eben f 6 vorher hier die Bedingungsgleichung auf- 
ftellt, -die diele Winkel unter einander verbindet. 

Diefe Bedingungsgleicluing ift leicht zu finden. 
Bezeichnen wir diefe Winkel mit m', n‘, p / , g', h', f, 
wie in der XVII. Aufgabe, fo haben wir 


(B) 


vnn — 

2 jur 

(»■ 

— cof m*) 

nn — 

2 R/l 

(» 

— cof n ') 

II 

2 iiii 

(i 

— cofp ') 

SS — 

2 RR 

(i 

— cofg') 

hh ~ 

2 RR 

(i 

— cofh') 

ff = 

2 RR 

(i 

— coff) 


Subftituirt inan alfo in allen vorher gefundenen 
^Formeln für mm, nn, pp, u. f. w. «liefe Werthe, fo 
hat inan alle Quantitäten des Syftcms , durch den 
HalbmelTer Jl der umfehriebenen Kugel, und die 
Winkel ni', n‘, u. f. w. ausgedrückt. Da die Cs aber 
«7 Quantitäten find, und nur 6 nütliig find, fo mufs 
man einen der Winkel durch die Bedingungsgleichung 
verfcli winden lallen, <li€ wir fuchcu wollen. 

Setzt man in die Formel (A) der Aufgabe (IV, io) 
die liier gefundenen Werthe für mm, nn, u. f. W. fo 
ift die Gleichung durch Ji 8 zu dividirCn, man kann 
alfo nur R~i fcizcn, um die Bedingungsgleichung 
pvL erhalten. , 

j — cof m ,z — cof ti,' z — cofp ,z — coff z — cof g' z — cofh' z 
+ cofm ' z . coff' z cof n ,z . cofg'- J ccoJp' z . coJh n + 

. * . . (G) 

+2 cof in 1 cof n' cofp' 4* ccof /n' f cofg' cofh' 

•fticofn' cofh' coff +2cofg'cofh' coff ' 

• —zcofm' cof ri' coff cofg 1 — -cof m‘ coff cof p' cof lif 
— 2 cof n‘ cofg ' CoJ p' cofh ' — o 
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DieCs ift die Bedingungsgleichung, vermittclft der 
man mit den Gleichungen (B) alle Quantitäten des 
Syftems in Werthen von R. und 5 der Winkel m', 
n‘, p', f', g\ h' ausdrückcn kann. 

Ehe wir an die Hauptunterfuchung diefer Ab- 
handlung kommen, wollen wir uns noch mit dem 

Verhältnifs d£r Winkel bcfchäftigen. 

* * 

Aufgabe XIX. 

43. Wenn von ö Bögen gröfster Kreife, 
die zu zweyen 4 Punkte auf der Oberflä- 
che einer Kugel vereinigen, 5 gegeben find, 
den 6ten zu finden. 

Es feyen B, C, D , JE (Fig. 5.) die 4 Punkte auf 
der Oberfläche der Kugel, BC, BI), BE, CD, CE, DE 
die 6 Bögen gröfster Kreife, die diefe Punkte zu 
zweyen verbinden, fo entlieht im fphärifchen Vier- 
eck BCDE, deffen 4 Seiten BC, CD, DB, BE, 
und die Diagonalen BD, CE find. Man foll das 
Verhältnifs zwilchen Seiten und Diagonalen finden. 

Entgegengefetzte Bögen nenne ich die, welche 
keine gemeinfchaftliche Endpunkte haben, fo find 
entgegengefetzt 

BC, DE 

CD, BE ' 

BD, CE 

Von den 3 Bogen BC, CD, BD, welche das 
fphärifche Dreyeck BCD bilden, find keine entgegen- 
gefetzt, aber fie find alle rcfpective den Bögen s, q, r 
tntgegengefelzt, die vom 4len Winkel E ausgehen. 
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Eben das hat bey den andern Dreyecken BEI), CBE, 
ODE ftatt. 

• ' f . 

Zieht man ans dem Mittelpunkte A (Fig. 6.) der 
Kugel, auf deren Oberlliiche das Viereck befchrieben 
ilt, Halbmeffer zu den 4 Winkeln li, C, D, E, fo 
lind die Halbmeilcr, welche einen Bogen uiufaffen, 
von denen veifchieden , die den entgegengelc taten 
Bogen umfaflen ; hingegen wenn die Bogen nicht ent- 
gegengefetzt lind, fo ift unter den Halbmellern einer, 
der 2 Bügen zugehort. Man fleht, dafs diefe 4 Halb- 
meller die 4 Kanten einer viereckicliten Pyramide 
bilden, in der wir entgegengefetzt die Seitenflächen 
nennen , wovon jede von zwey andern HalbmeiTern 
umfafst wild. So lind am Scheitel einer viereckicli- 
ten Pyramide ABC DE 6 entgegengefetzte Seitenflä- 
chen: 

ABC , ADE 
ACD, ABE 
• ARD , ACE 

Wir eilen zur Sache. Es feyen in dem Viereck 

BCDE (Fig. 7.) 

m= BC ’j der 5 Bögen eines der 4 Dreyecke, 
n — CD ^ die ihre Scheitel in den Winkeln des 
p = BD J Vierecks haben; 


.s = ED 1 

r r, I die 

t.B s 


3 den erften entgegengefetzten 
Bogen. 


q = 

/• = EC j 

Das 3te Lemma giebt folgende Gleichung: 

i — co/CBE ? — coJ'CBD 2 - — co/BUE ? +c <o/CBE . 

cof'CBD ccjDBE r — o . . . (A j 
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(B) 


eben fo haben wir durch das vorhergehende Lemma 

a cof' r — cofm . cofq 

co/CBE — j ]nni . Ji/i.ij 

s coj LBD Jirun . Jitip 

fn J r — cof» — cof p • cofq _ 

' //«jP • Jinq j 

’ ' *; •. ♦ » 

Subftituiren wir die Werthe in (A), 
fo kommt , ,, 

fin m 2 ßnp 2 . fiu q z —finp z (cof r — cof m . cof qf 
— ß/i q- (cofri — cofm cofp ) 2 — ßum z (cof s 

— cof p . cofq f 

+ 2 (cof r — cof m cof q) (cof h — cofm coj’p) 

(cof 8 — cof p . cofq) — o , . . (C) 

oder 

x — cof m z — cof n z —cofp z — cof q z — cof r* — cof s z 
+cof/n z .cof s z + cofri 2 .cof q 2 -+cofp 2 ,cofr z 
+ 2 cofm cofri . coj p + c cofm . cofq . cofr 
+ 2 cofri . cofr . cofs + 2 cofp . cof s . cofs 
— 2 cofm cofn . cof q , cofs — scof m . cofp . 

cof r . cof s 

—acofn . cofp . cofq . cofr — o .... (D) 

^ ,* t i < ' » 

Diefe Formel enthält nur Cofinus, die nicht hö- 
her als in der zweyten Potenz Vorkommen, die Glei- 
chung alfo für die Unbekannte kann nur vom 2ten 
Grade feyn. Sie ift übrigens mit der Formel (47) 
einerley, wie das auch feyn mufs. , 


Aufgabe XX. 


^9* Wenn von den 6 Winkeln, welche 
von 2 der 4 Kanten, die vom Scheitel einer 
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viereckichten Pyramide ausgehen, gebil- 
det werden, 5 gegeben find, den 6 ten zu 
f in d en. 

» 

E's fey (Fig. 80 A Oer Scheitel, ECDE die Grund- 
fläche, 'Aß, AC, AD, AE, die 4 Kanten, welche 
vom Scheitel ausgehen. 

Wir wollen A als den Mittelpunkt einer Kugel 
annehmen, deren Oberfläche in B', C', D', FJ, von 
den '4 Kanten gefclmitten werden. Verbinden wir 
diefe Punkte durch Bogen gröfster Kreife, fo entfteht, 
daraus ein fphärifches Viereck B'C'D'E', delferi 4 
Seiten und 2 Diagonalen grade das Maafs der gefuch- 
ten Winkel find. Selzen wir alfo 
AB ÄC ~ m 
. ; ÄC AD — n ■ 

äb'äd — p 
AE ÄD rr # 

Je "ab — q ; 

ÄC*ÄE ~ r 

fo haben wir eine Formel (A), die ganz identifch mit 
der Formel (48, D) ifl. Man mufs nur nicht vergef- 
fen, dafs die Winkel s, q, r } refpectiVe den Winkeln 
m, n, p gegenüberftehn. 

Aufgabe XXI. 

50. Wenn von den 6 Winkeln, welc he 
von 4 Linien, die durch einen beliebigen 
Punkt* im Raum gezogen find* gebildet 
wevden, 5 gegeben find, den 6ten zu fin- 
den. v * 

1 / Man 


' -Digitized by Google 


Man kann diefe 4 Linien als 4 Kanten einer vier- 
eckichten Pyramide betrachten. Bezeichnet man fie 
alfo (Fig. 80 mit f, g, h, l, und ift 

gh — m 
h A fz=n 

f'g-P 

' ' fl — s 

gl — q - 
hl — r 

fo erhalten wir eine Formel (A), die ganz mit der 
Formel (48, D) identifch ift. 

Es Cey AB CD (Fig. 8*) die Projection eines Vier- 
ecks, das nicht in einer Ebene liegt, und m, n, q , 
s, p, r, die 6 Winkel, welche von den Seiten die- 
fes Vierecks gebildet werden, wo AB, CD und AD, 
BC die gegenüberftehenden Seiten lind, fo dafs 

m, der Winkel iß, den die Seiten bilden, deren 

Projectionen AB, AD lind; ' " 
s, der Winkel zwifchen den refpective gegenüber- 
ftehenden Seiten; 

n, der Winkel zwifchen den Seiten, deren Pro- 

jection BA, BC ift; > 

r/, der W'inkel zwifchen den refpective gegenüber- 
ftehenden Seiten; 

der Winkel zwifchen den Zeiten, deren Projection 
AB, CD ift, oder vielmehr weil diefe Li- 
nien nicht in einer Ebene find, der Win- 
kel zwif hen AB und einer Linie, die durch 
einen Punkt von AB parallel mit CD ge- 
zogen ift. t 

II. T 
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Jetzt wollen wir durch irgend einen Winkel des 
Vierecks, z. B. durch den, deH'enProjection D ift, zwey 
Linien DF' , DE ‘ refpective mit EA, EL’ parallel 
- ziehen, und die 4 Richtungen DA', DC', DE', DF', 
die vom Punkte D abgerechnet werden, mit g, l, f,h 
bezeichnen, fo hat man offenbar 

eh — in » 

W- 

hf — n 

gl ~q ' ' ■ ’ 

• • /V 

f L — * 

Jg— fuppl. p 
hl zz. fuppl. r. . 

Da nun g , h, f,l von einem Punkte ausgehen, 
fo ift^die vorige Formel auf diefe 6 Winkel anwend- 
bar, und man erhält, weil 

cof 1 8o° — P — — co fp 
cof 180 0 — r — — cofr 

folgende Formel, die das Verhältnis ausdrückt, wel- 
ches zwifchen den 6 Winkeln befteht , die von den 
4 Seiten eines Vierecks, das nicht in einer Ebene liegt, 
gebildet werden. 

i — cofm 2 — cof nr — cofp’- — ' cof f —cof r 2 — cofs 2 
+ cofm 2 cof s 2 + cof n 2 . cof cf + cofp 2 cofr 2 
<— 3 cof m . cof n . cof p — 2 cof m . cof q . cofr 
— c cof n . cofr . cof s — fico/p * co f ( l • cofs 
— e cofm .cojn. cofq . cof s -acojm. cof p . cof r . cofs 
— icofn . cojp . cofq . cof r ZZ o ... . (ÜJ 
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Aufgabe XXII. 

51. Wenn von den 6 Winkeln, welche 
die 4 Seitenflächen einer dreyeckichten 
Pyramide bilden, 5 gegeben find, deri*6ten 

.zu finden. 

Aus einem Punkte innerhalb der Pyramide wol- 
len wir ein Perpendikel auf jede Seitenfläche fenken. 

Man lieht leicht, dafs diefe Perpendikel Winkel bilden 
werden, die die Supplemente der Winke} der Seiten- 
flächen find, auf die fie fallen. 

Bezeichnen wir alfo die 4 Seitenflächen mit F, Q, 

H, L und ifl 

Cr TI ~ m 

HF — n * 

FG - p 

, fl - s , < • 

G'L — q 
HL - r 

^ k. 

fo brauchen Avir in der vorher gefundenen Formel 
nur die Zeichen der Colinus zu ändern, wodurch fie 
felbft aber nicht verändert Avird. 

Aufgabe XXIII. 

52. Von den 6 W in kein, av eiche die 4 Sei- 
ten eines fphärifchen Vierecks b'ilden, die 
man bis zum Zufammenltofsen verlängert, 
find 5 gegeben, man fuclit den 6ten. 

Es fey t^Fig. 9.) ABCD das gegebene fpbärifche 
Viereck, Avir wollen die gegenüberftehenden Seiten 

f 2 
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BA, CD, und AD, BC verlängern, bis fie lieh in F, 
lind E fchneiden, fo find die 6 Winkel BAD, ApC, 

Bcp, cJd, aPd, AED. 

Aus dem Mittelpunkt der Kugel wollen wir 
Halbmefler zu den Punkten A, B, C, D, E, F, zie- 
hen, und durch je zwey von ihnen Ebenen legen, 
die die Oberfläche der Kugel in Bögen giöfster Kreife 
BAFTCdP, ADE, BCE fchneiden. 

“'s 

Dann wollen wir aus einem Punkte des Raumes 
K eine fenkrechte Linie auf jede Seitenfläche fenken, 
fo erhalten wir die Perpendikel Kl, Hu, Kv , Fix. 
Die Winkel diefer Perpendikel find die Supplemente 
der Winkel der Flächen, d. h. wenn % den Quadran- 
ten bedeutet, fo haben wir 

uKt = c* — ABAD 
uPv — c* — BABC 
tKv = st — ED EC 
vkx — 2t — CB CD 

t " , 

tKx r !i — DA DC 


uKx = ct — FA FD 

Die Formel (50) ifl aber auf die Winkel uPt, uKv, 
tKv, uKx , tKx, uPx anwendbar, welche von den 
4. Linien, die vom Punkte K ansgehen, gebildet wer- 
den, man braucht alfo nur die Zeichen der Cofinus 

A 

zu verändern, um fie auf ABAD u. f. w- anzu- 
wenden. 
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Nennt man alfo 

ABAD — m 
Bj'ßC = n 
Et) EC — p 
CB CD — s 
DA DC — q 
FA FD = r 

fo erhält man eine Formel, die vollkommen mit (50, B) 
identifch ift. 

53 Offenbar läfst lieh diefelbe Formel auf die 6 
Winkel anwenden , welche von den 4 Seiteidlächen 
einer viereckichlen Pyramide gebildet werden, deren 
Scheitelpunkt im Mittelpunkt der Kugel ift, auf de- 
ren Oberfläche das fphärifche Viereck BCDE be- 
fchrieben ilt, und deren 4 Kanten diefe Oberfläche 
in B, C, D , E l'chneiden. 

, * V 

Aufgabe XXIV. 

54. Wenn von den 3 Winkeln, welche " 
die Kanten einer d rey eckich ten Pyramide, 
die fich im Scheitel vereinigen,' bilden, 
und den 3 andern Winkeln, Sv eiche diefe 
Kanten mit der Grundfläche der Pyramide 
bilden, 5 gegeben find, den 6t eB zu fin-‘ 
den. 

Senkt man aus dem Scheitel ein Perpendikel auf 
die Grundfläche, fo lieht man leicht, dafs die 3 Win- 
kel, die diefes Perpendikel mit den Kanten im Schei- 
tel bildet, die Complemente der Winkel find, wel- 
che die Kanten mit der Grundlinie bilden. 
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Die Formel (50) kann alfo hier angewandt wer- 
den, wenn man für diefe 3 Winkel die Sinus ftatt 
der Cofinus fetzt. D. h. wenn man die 3 Kanten mit 
f> g* h> die Grundfläche mit L bezeichnet, und 

g'h m ‘ - 

hf = n 

/> = p 
f A L~ s 
gL — q 
hL — r 

fetzt, fo mufs man in der Formel (50, A oder 43, D) 
s mit *■ — s vertaufchen 
q mit x — q 

r mit x — r 

■ " » 

• oder was auf eins kommt, man fetzt in diefe Formel 
/• . für cof s ... . fin s 
coj-q .... fin q 
cof r ... . ßn r 
fo erhält man folgende Formel 

* ~ co f mZ — cof n z — cof p z — ßn q z — ßn r* —fin s z 
•i-cof m z . fins % + cof n z . fin q z + cofp z . ßn r z 
■+ -cof m . cof n . cofp + 2 cof m . ßinq . fin r 
+ ceo/« . fimr . fins + acofp . finq . fins - 
—acof rn . cof n .fin q.fins—acofm. cofp . fin r. fins 
— 2c ofn . cofp . finq . fimr — o . . . . (A) 

Aufgabe XXV. 

55 - Wenn von den 3 Winkeln, welche 
die im Scheitel zu fa mmenft ofsend e n Kan* 
ten einer dreyeckichten Pyramide mit den. 
refpective gegenüberftehenden Seitenflä- 

1 ' 
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' chen hilden, und den 3 Winkeln, welche 
mit eben diefen Seitenflächen, eine be- 
liebige, die Pyramide durchfchneidende 
grade Linie bildet, 5 gegeben find, den 
6ten zu finden. 

Durch den Scheitel der Pyramide ziehe ich eine 
der Trans verfaie parallele Linie, die alfo mit den Sei- 
tenflächen diefelben Winkel als die Transverfale macht. 
Ziehen wir noch durch den Scheitelpunkt 3 Linien, 
die auf den Seitenflächen fenkrecht ftehen, fo find 
die Winke! diefer Linien mit der Parallele, Comple- 
mente der Winkel der Parallele mit den Seitenflä- 
chen. Bezeichnet man alfo die 3 Kanten mit f, g, h, 
die diefen Kanten refpective gegenüberfiehenden Sei- 
tenflächen mit F, G, H, die mit der Transverfale 
parallele Linie mit L, fo find die Winkel, welche diefe 
Linie mit den Perpendikeln auf den Seitenflächen 
bildet, 

< x - LF 


* — LG 

A „ 


* — LI1 

Eben fo find die Winkel der Perpendikel und ge- 
genüberftelienden Kanten die Complemente der Win- 
kel, der Kanten und Seitenflächen. 

Die 3 Perpendikel alfo und die Parallele mit der 
Transverfale find 4 Linien, die von einem Punkt aus- 
gehen , und folgende 6 Winkel bilden, Avovon die 3 
letzten den 3 erften entgegengefetzt find: 
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I 


x — / A F 

W — g G 

X — h H 

X — L F 
x — LG 

x — LH 

Die Formel (50); ift alfo auf diefe 6 Kinkel an- 
wendbar, d. h. wenn man 
ßF = m 
gG ~ n 
. hTH — p 

LF ~ 9 , 

LG — q . 

LH — r 

nimmt, fo braucht man nmf, ftatt Colinus, Sinus in 
die Formel zu fetzen, fo wird 

1 —fin m 2 — fin n z — ftfi p x — ßn cf- — fin r 2 — fin s z 
+ ßn m z . ßn s z + ßn n r . ßn cf + ßn p z . ßn r 1 
+ c ßn m . ßn n . ßn p + 2 ßn m . ßn q . fin r 
+ 2 finn . ßnr . ßins + sfinp . ßn q . ßns 
— 2 finm.ßnn . ßnq. ßns — 2 finni.finp.fi nt- .ßns 
— 2 fin n . fin p . ßn q . fin r — o . . . . (A)t 

Bemerkung. 

56. Wir könnten leicht die Zahl diefer Unterfu- 
chnrigen vergrößern, aber wir würden unfern Haupt- 
gegenftand, das Verhältnifs zwifchen den Entfernun- 
gen von 5 Punkten im Raume zu unterfuchen, aus 
den Augen verlieren. Er Poll uns in der folgenden 
Aufgabe befchäftigen , doch kann ich die Pyramide 
nicht verlaßen, ohne den Wunfch zu äufsern, man 
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möge durch fie für die Geometrie dreyer Dimenfio- 
üen eben das thun , was man für die ebene Geome- 
trie durch die Aüflöfung des Dreyecks in allen mög- 
lichen Fällen gethan hat. Wir haben freilich oben 
(45) die Anfiöfung des allgemeinen Problems gegeben, 
aber eigentlich doch nicht mehr gethan, als es in 
Gleichung gefetzt, fo wie man die allgemeine Aufgabe 
der Trigonometrie in Gleichung fetzt, wenn man alle 
Tlieile des Dreyecks in Werthen dreyer von einander 
unabhängigen ausdrückt. Man foll aber diefe Urglei- 
chungen ftir jede befondere Aufgabe entwickelet, und 
ihnen eine für den numerifchen Calcul gefchmeidige 
Form geben. So würde es eine ungeheure Arbeit, 
feyn, wenn man von den Urgleichungen unmittel- 
bar auf die algebraifche oder numerifche Auflöfung 
der Pyramide in allen befondern Fällen kommen 
wollte, wenn gleich diefe Arbeit fehr nützlich feyn 
würde. 

57 . Schliefslich bemerke ich noch, dafs man in 
allen vorigen Formeln gewilfe Claflen von Quantitä- 
ten findet, deren Summe man, um die Rechnung zu 
verkürzen, durch einen Buchltabcn vorftellen kann. 

» So find z. B. in der Formel (IV, 12, A) die 6 elften 
Glieder des Factors, der mit 4ÄÄ mulliplicirt wird, 
nichts als die Producte der 4ten Potenz jeder Kante 
mit dem ■ Quadrat der gegenüberftclienden niultipli- 
cirt. Man kann diefe Summe allo durch M bezeich- 
nen. 

Die 4 folgenden Glieder find die Summen der Pro- 
ducte der Quadrate derjenigen 3 Kanten, welche eine 
Seitenfläche begränzen. Wir bezeichnen fie mit N. 
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Die 12 folgenden Glieder find die Summe der 
Producte der zur zweyten Potenz erhobenen Kan- 
ten zu dreyen multiplicirt, indem man fie nach der 
Reihe nahm , dafs 2 gegeiniberfiehende in jedem 
Producte find. Wir bezeichnen fie mit O. 

Die 3 folgenden Glieder find die doppelte Sum- 
me der Producte der qnadrirten Kanten zu 4 genom- 
men, fo dafs in diefen 4 swey Paar gegeuüberfte- 

hende find. Wir bezeichnen fie mit P. 

\ 

Die 3 letzten Glieder bilden die Summe der Pro- 
ducte der Kanten in der vierten Potenz zu zAveyen 
genommen. W r ir bezeichnen fie mit Q. 

Dann wird die Formel 

l v RR (M + N — Ö) + P — Q — o . . . . (A) 
Die Formel (JI, 6, A) läCst fich fo ausdrücken: 
xx ( 2 + 2/n 2 p 2 + 2n*p* — m* — « 4 — p A ) 

+ M + JV — 0 = 0 ... (B) 
Die Formel ('III, 9, A) fo: 

9.16. SS -j- Jtf -f- N — O — o ... . (C) 

Eben fo bey den meiften Formeln bis ( 48 ). Man' 

kann fie auf diefe Art leichter combiniren ; z. B. ver- 

' r 

bindet man die erfte mit der dritten, fo hat man 

1. 1. 2. 2. 3 - 3 * 4 * 4 * RR-- SS Q — P ... , (D) 
Da , 

Q ~ m"'f* -f g*n* + h*p* 

P ZZZ trPg^pPh* + 2m z p 1 f z h z -f- 2m z n z f 1 g z 
fo haben wir, Avenn Avir in diefe Formeln die (47) 
gefundenen Werthe fetzen: 

Q— 16 R a {(i—cofm'y (1 —co ff' +(i—cofg') x 
(1 — cofn'y '• -f(i — cofh') z (i — cofp') 3 -} 


I 


=99 


P—2 . i 6 {(i — cof n')(i — cofp')(i — coj g ') (1 — cofli Q 
+ ( i—cof m‘) ( i—cof p r ) ( i—coff ' ) ( 1 — cofh<) 
-^(l—cofrn') (i— ct >/«0 ( x—coff') (l—cofg')} 
fetzt man diele Werthe von Q, und P in die vorige 
Formel, und dividirt n^it i6.2LR., fo haben wir fol- 
gende Formel, die den Inhalt der Pyramide in Wer- 
then des HalbmeJfers der umfchriebenen Kugel und der 
6 Winkel giebt, die die Radien am Mittelpunkte bilden, 
welche man nach den Scheiteln der Pyramide zog. 

S—\R X Y~ {(i —cofm') z (i—coff') z +(i— c ofg'y 
(i — cof nf +(i — cofh'f (i — cofp’f 
— 2(1 — cof n 1 ) (1 — cofp')(i — cofg ') (1 — cofli 1 ') 
-r 2(1— cof m ') ( 1 — coj'p ') (1 — cof f') (1 —cofh') 
— £(1 — cofm‘) (1 — cofri') (1 — coff ') 

(—icofg')) ..... (E) 

Aufgabe XXVI. 

58 . Wenn von 10 Linien, die 5 im Rau- 
me gegebne Punkte verbinden, 9 gege- 
ben find, die lote zu finden. 

.1 Es feyen (Fig. 8-) A, B, C, D, E, die 5 gege- 
benen Punkte Wir wollen die 10 Linien, welche 
fie verbinden , fo bezeichnen : , 

JD=f 

AB- g ' ' . 

AC — h 

JE = l 

BC — m 

CD — n v 
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Bb — p 
BE,— q 
CE — r 
' DE — s 

.Dann nehmen wir einen Punkt, z. B. A, als Mit- 
telpunkt einer Kugel von beliebigem HalbmelVer, und 
verlängern die 4 Linien oder Kamen die von A aus- 
gehen, bis fie die Oberfläche der Kugel in B', C, 
D‘, E' treffen, verbinden diefe Punkte durch Bögen 
gröfster Kreife, die wir fo bezeichnen: 

B'C' = m' 

CAB — n> 

lfb' — p* 

TBE 1 — s' 

BE' — q' 

1 

CE' = r‘ 

Wir haben (48.) zwilchen dielen Bögen folgende 
Gleichung: 

1 — cofm' z — cof n‘ z — cof p /z — cof q' z — cof r' z —cof s‘ z 
-\-cofm' z . cof s' z Bcof ri' z . coJq' z +co/j p ,z . cnf r' z 
+ 2 cofm' . cofn ' . cnf y' + scofm' . cofq' . cojr' 
■\-ocof n' . cofr' . cofs ‘ -+■ acofp' . cofq' . cof s' 

— acnfm' . cofn' . cofq ' . cofs' — acofm ‘ . cof p' . 

cofr ‘ . cofs ' 

—acof n' . cof p' . cofq' . cofr' — o ... . (A) 

Da aber die Bögen m', n‘, u. f. w. das Rlaafs 
der Winkel BAC, CAD u. f. w. , fo haben wir 
auch 



/ . 
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cof m' 


gg + M — mm 
~~ägh 


r ff + hfl — mi 

cof n' ... - — - 

J sjh 

cof? = tSJtJL-zJt 

J r oxr/ 

r _//*+//— M 

cofs ^ 


•ofq — 


gg ± U ~ 77 


»/> ja 

Setzt man diefe Werthe in die Gleichung ("A), bringt 
alles auf denfelben Nenner iß.ff gg hh 11, und hebt 
die Glieder, bey denen es angeht, auf, fo erhält man 
nach einer langen Rechnung folgende fymmetrifche 
Formel zwifchen f, g, h, l, m, n, p, q, r, s, die, 
■wenn gleich vomierten Grade, doch Avie eine qua- 
dratifche aufgclofet Avcrden kann. 
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' g*n 4 + g 4 ** + g*r* 

4- h 4 s 4 4- A 4 <7 4 4- A 4 /> 4 
+fm* +f*q* +/V 4 
+ /W 4-/ 4 « 4 4- / 4 yj 4 
+ 7» 4 « 4 + « 4 <y 4 4* 1 A p* 

— og A n 2 ti 2 — 2 g A n 2 r z — 2g* r 7 '# 2 
— 2h 4 q z s z — 2h*p z s t — ah 4 p 2 q z 
— 2,f 4 m z q z — 2 <f 4 /n 2 r z — 2 j 4 q z i~ 

— c l*m 2 a 2 — c Pm 2 p z — 2l 4 n z p z 
— c m 4 f 2 P- — am*f 2 s 2 — 2/n 4 / 2 «* 

— 2n 4 g z l L — 2/i 4 g z q 2 — 2n*P-(j z 
— 2s*g z h z , — ss 4 g 2 m z — a« 4 A 2 m* 

— 2q*f z h z — 2<y 4 A 2 « a — zq*f 2 n 2 
— *' A .f 2 'g x — 2 r*g 2 p 2 — 2r*f z p z 
— 2p* hl 2 — op*h 2 r 2 — a p 4 l'r 2 

— qg 2 h z m' s z — ^f 2 g ? p t i' z — t\g 7 l’ l ri 2 q z 
— l\g 2 ri* r 2 & 2 — 4 f h 2 ri 7 q z fyh 2 1 ' p' r 2, 
— \h 2 p 2 q l & 2 — Hf 2 l 2 nt 2 s z — l\f 2 nt ? q 2 r 2 
— 4 l 2 m 2 n r p 2 — zg'h'n'p 2 — sg z h 2 q 2 r z 
—2f-g 2 m'r 2 — af 'g”q 2 s 2 —g 2 Vm 2 r z 
. — 2g ? l ? p~ 8 2 — afh z m 2 p 2 — af 2 h 2 r 2 s z 
—ih’Pm^q 2 — s h*Vn’s x — s f 2 l 2 n 2 r z 
— 2f 2 l 2 p'q 2 — am 2 n 7 q's 2 — 8 m' ! p x r 2 s z 

— 2 n 2 p 2 q 7 r 2 

+ 2g 2 h 2 n 2 tr + 2g z h 2 n z q z + og 2 h 2 q 2 a x 
+2g z h z r*s z 4~ 2g 2 /i 2 p 2 .s 2 + sg z h*p z r* 

+ 2 f 2 g 2 /n 2 s 2 -p2f 2 g 2 in*i z -f 2 *g 2 /i*q z 
+af z g z ri*r z + 2f 2 g 2 r z ti 2 +if z g z q z r % 

+ 2 g z l 2 in z n z 4- 2 g z Pm z s? +2 g z l z u z s* 
-\-2g 2 l 2 u z r z +2g z l 2 it z p -\- 2 g z Pp z r % 

4- 2g z m z n z s z 4 - 2g z rn z r z s z t-2 g z nrq 2 n z 
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+2 g*n a q a r a +2^ 3 /z 2 p 3 r s -^-zg-p^r-s 2 
4*2 f 2 h a m a s a 4 - zf-Ji : m a q a -f-2 f 2 h 2 q 2 s a ' 
-{■2f a h a q a r a + zf 2 h 2 p 2 q 2 4 - 2 f a h a p a r a t 
+2h a Pm a a a 4*2 h 2 l a m a p 2 4*2 h 2 l a n 2 q a 
4* 2h 2 l i n p 2 4 - z/i 2 l 2 p 2 s 2 4-2 h 2 I 2 p 2 q 2 
*4* 2h a ni 2 q a s a 4~ 2h 2 jn 2 p 2 s 2 +h a n 2 q a a a 
m i m 2h' 2 n a p a q 2 4*2 li 2 p 2 r 2 s 2 + 2 h a p a q a r a 
+2f : l a m a n a 4 -2f 2 l 2 m 2 q 2 4*2 tf a 2 /n 2 r a 
4-2 \f a l : m a p a 4- a f 2 J 2 /i 2 q 2 4-2 \f 2 l 2 p 2 t* 

4-2 f a m a n*q a ~\-zf 2 m 2 q 2 s 2 +zf a m 2 r 2 a a 
4- 2f 2 m 2 p 2 r 2 j.f 2 n 2 q 2 r 2 4- zj^p^pr 2 
4*2 l a rn-n a s a -j- 2l 2 rn 2 a 2 q 2 + 2 l a m 2 p 2 a a 
4-2 l a m 2 p 2 r 2 4-2 l 2 n 2 p 2 q 2 4-2 l 2 n 2 p 2 r 2 — o... (A) 


59* .. Obgleich diele Formel von 130 Gliedern beym 
erften Anblick etwas verwickelt fcheint,’ fo ifr lie 
doch fymmetrifch , und einem leicht aufzufalfenden 
Gefetze unterworfen. Denn 


1) die 15 erften Glieder find die Producte der 
vierten Potenz derjenigen Kanten, die keinen 'ge* 
meinfchaftlichen Endpunkt haben. Wir bezeichnen 
diefe Summe mit F. 

2) Die 30 folgenden Glieder find die doppelte 
Summe der Producte jeder. Kante 'in der vierten 
Potenz mit den Quadraten zweyer gegenüberfte- 
hemlen Seiten. Es fey diefe Summe zr G. 


3) Die 10 folgenden Glieder bilden die vierfache 
Summe der Producte der Quadrate jeder Kante mit 
dem Producte der Quadrate der 3 gcgenüberfteheu- 
den multiplicirt. Es fey diefe Summe ZZ //. 
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4.) Die 15 folgenden Glieder , bilden die doppelte 
Summe der Producte der Quadrate der Seiten eines 
jeden der Vierecke, die nicht in einer Ebene liegen, 
und bey der'Conftruction der Pyramide Vorkommen. 

Es fey diefc Summe — li. 

5) Endlich die 60 letzten Glieder find die dop- 
pelte Summe der Producte der Quadrate der 4 Kan- 
ten, die den Umfang eines Fünfecks, das nicht in ei- 
ner Ebene liegt, bilden würden, von dem man die 
eine Seite weggenommen hat. So z. B.. ift ABCDEA 
der Umfang eines folchen Fünfecks, delfen Seiten Ali, 
ßC, CD, DE, EA find; nimmt man die Seite CD 
weg, To bleiben AB, BC, DE, AE, aus denen das 
i4te Glied der letzten 60, nämlich: 2g z l z m z s 1 be- 
fteht. Ift diefe Summe nnn — L, fo kann man die 
Formel (A) fo ausdrücken: 

F — 2 G — 4/i — 2/14- 2L — o ... . (R) 

60. Aus diefer merkwürdigen Formel, dem eigen t* 
lieben Gegenftande diefer Abhandlung, liierst die Auf- 
listung vieler fcliwieriger Aufgaben. Z. B. wenn 4 
Punkte im Räume gegeben find, einen 5ten zu fin- 
den, defien Entfernungen von den 4 elften in gege- 
benem Verhältnifle find u. f. w. 

Stellt man ficli von den 5 Punkten im Raume 4 
als den Scheitel einer dreyeckichten Pyramide vor, 
und den 5ten als den Mittelpunkt der umfchiiebenen 
Kugel, fo findet man durch die vorige Formel den 
Ilalbmefier diefer Kugel. Ift E diefer Mittelpunkt, fo 
braucht man nur ftatt l, q, r, s diefen Ilalbmelfer — ft 
zu fetzen, und man erhält eine Formel, die, wie fie 
mufs, identifch mit der fchon gefundenen (_tc, A) ift- 
1 61. So , 
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61. So kann man auch das Verliältnifs zwifchen den 
Entfernungen von 5 beliebigen auf der Oberfläche ei- 
ner Kugel genommenen Punkten finden. Der Radius 
diefer Kugel tcy — R, fo hat man R in Wefthen von 

. m, ti, j>, f, g, h aus (6o); da aber E auch auf der Ku- 
gelfläche ifl , fo mufs eine ähnliche Gleichung ftatt 
linden, wenn man s, q, r, für f, g, h fetzt. Setzt 
man die aus beyden Gleichungen gefundenen Werthe 
von RR gleich, fo hat man das Verhältnifs, das zwi- 
fchen den g Kanten m, n, p, f, g , h, s, q, r be- 
ftehen mufs* wenn die 5 Punkte auf einer Kugel- 
fläche fcyn follen. Eben fo befteht ein ähnliches Ver- 
hältnifs zwifchen m, n, p, f, g, h, s, q, r, l zu Neunen 
auf alle mögliche Weife genommen, was a!fo im 
Ganzen io Verhältnifle von derfelben Art, wie da« 

" ' ' ’ • V * 

vorige, ausmacht. 

Aufgabe XXVII. 

62. Wenn man die Entfernungen 5 be- 
liebiger Punkte im Raume kennt, den Nei- 
gungswinkel zu finden, den eine Linie, die 
durch 2 diefer Punkte geht, mit der Ebene 
macht, die durch die andern 3 gelegt wird. 

Die 5 gegebenen Punkte feyen A, B, C, D, E 
(Fig. 10.). Die Linie gehe durch A, B, die Ebene 
durch C, 1 ), E. .Sowohl aus A, als aus B fenken 
wir Perpendikel auf die Ebene CEE, und legen durch 
diefe beyden Perpendikel eine Ebene, in der die Li- 
nie, welche durch A und B geht, liegen mufs. Die 
beyden Perpendikel feyen Aa f BZ, Ziehen wir nun 
II. ü 
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durch a, b, eine grade Linie, die ifl in K fchneidet, 
£0 ifLder Winkel AKa der gefuchte. Eben fo wird 
aus B das Perpendikel Ba' auf Aa gefenkt, fo ift . 
A Ba' Aha 

' • 1 

und wir haben 


JinAKa 


Aa ‘ 
AB 


sia — 7 TB 
AB 


Betrachten wir nun A als den Scheitel einer Pyra- 
mide, deren Grundfläche CDE ift, fo kann man leicht 
die Hohe Aa durch die Formel (6) finden. Eben fo 
findet man Bb, wenn man B als den Scheitel einer 
Pyramide betrachtet, deren Grundfläche auch CDE 
ift. Da nun nach der Annahme AB auch bekannt ift, 

* A 

fo ift der Werth von f ui AKa in lauter bekannten 
Gröfsen ausgedrückt. 

Kennte man von den 10 Linien, welche die 
Punkte A, B, C, D, E verbinden, nur 9, fo müfste 
man erft die lote fuchen (58.) und dann wie vorher 
verfahren. 


'Aufgabe XXVIII. 

# 

63.. Wenn man von 6 Punkten im Raume 

/ 

die Entfernungen von einander kennt, den 
Winkel zu finden, den die beyden Ebe- 
nen mafhen, von denen eine 5 beliebige, 
und die andere die 5 übrigen enthält. 

Es feyen (Fig. 11.) A, B, C, M, N , P die 6 
Punkte, man fuclit den Winkel, den die Ebene durch 
A, B, C, mit der Ebene durch M, N, P macht. 



Wir wollen uns vorllellen, dafs aus jedem der 
elften, Punkte A, B, C ein Perpendikel auf die zweyte 
Ebene gefenkt fey. Da die Entfernungen aller Punkte • 
gegeben find, fo lallen fich diele Perpendikel leicht 
finden ; denn ftcllt man fich aus dem Punkte A , z. B. 
die Linien AM, AN, AB, gezogen vor, fo hat man ' 
eine dreyeckichte Pyramide, deren 6 Kanten gegeben 
find, und deren Höhe das gefuclue Perpendikel ift. 

Wird nun Aß verlängert, bis fie dje beiden 
Ebenen ABC, MNP trifft, und verbindet man die 
Fiifse deriPerpendikel aus A, B, auf die Ebene MNP 
gefenkt durch eine gerade Linie, fo wird diete Linie, 
AB im Durchfclinitte der Ebenen ABC, MNP treffen,' 
und diefe Linien bilden mit den obigen Perpendikeln 
ähnliche rechtwinklichte Dreyecke, zu denen man 
1 ) die beyden Perpendikel; 
a) die Entfernung AB ihrer Scheitel kennt. 

ftlan findet alfo leicht die andern Seiten diefer 
Dreyecke durch diefe Proportion. Die Differenz der 
beyden Perpendikel verhält lieh zu AB, wie das 
Perpendikel aus B, zu der Entfernung des Punktes B 

von dem Punkte, wo AB die Ebene MNP rtifft. 

\ * , •. 

Eben fo findet man die Entfernung von B, von 

dem Punkte, wo AC die Ebene MNP fehneidet; ver- 

/ 

längert man alfo die beyden Linien AB, AC bis zum 

Durchfchnitt der Ebenen ABC, MNP, fo bilden Ge, 

und diefer Durchfchnitt felbft, ein gradlinicbtes Drey- 

eck, zu dein man die beyden Seiten, die in der llich- 

tung von AB, A C liegen, und den Winkel an B kennt. 

•U 3 
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Man hat alfo durch das erfte Lemma das Perpendikel 
aus B auf den Durchfchnitt der beyden Ebenen, und 
da auch das Perpendikel aus B auf MNP bekannt ift, 
fo hat man, wenn man die Füfse diefer beydeu Per- 
pendikel verbindet, ein rechtwinklichtes Dreyeck, 
deflen Hypothenufe und eine Cathete man kennt. Man 
findet alfo leicht den diefer Cathete gegenüberftehen- 
den Winkel, welches der Winkel ift, den die beyden 
Ebenen ABC, MNP mit einander machen. 

. -» N 

) 

Aufgabe XXIX. 

64* Ein beliebiges Syllem von Punkten im 
Baume ift gegeben, man kennt die Entfer- 
nungen eines jeden von 3 andern Avill- 
kührlich angenommenen feften Punkten, 

und roll die Linien von einem Punkte des 

/ 

Syftems zum andern finden, ferner die 
Winkel, welche diefe Linien bilden, die 
Winkel, welche diefe Linien mit den Ebe- 
nen machen, die durch 3 diefer Punkte 
gehen, die Winkel diefer Ebenen unter 
einander, das Perpendikel aus jedem 
Punkte des Syftems, auf die Linie, die 
zwey andre verbindet, oder auf eineEbene, 
in der 3 liegen, die kürzefte Entfernung 
zweyer folcher Linien u. f. w. 

I 

Da man die Entfernung jedes Punktes von 3 fe- 
ften' kennt, fo find 9 von den 10 Linien, die diefe 5 
Punkte verbinden, gegeben, man findet alfo die lote, 
welches die gefuchte Entfernung der beyden Punkte 
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iß , durch ( 58 )* Um die Winkel diefer Linien zu Hil- 
den, braucht man die Punkte nur zu dreyen, zu 
betrachten, fo hat man Dreyecke, deren Seiten, aifö 
.auch Winkel bekannt find. Die Endpunkte aber der 
Linien, die lieh nicht fchneiden, mufs man verbinden, 
und fie wie die 4 Scheitelpunkte einer dreyeckiebten 
Pyramide betrachten, deren zwey gegenüberßehende 
Kanten diefe Linien find, dann hat man (27) den 
Winkel, den fie bilden. Aus (41) findet man die kür- 
zeße Entfernung. 

• , ■ t * • • • 

Um das Perpendikel aus einem Punkte des Sy- 
ßems auf eine Linie zu finden, die zwey andere 
Punkte verbindet, braucht man nur die dritte For- 
mel des erfien Lemma auf das Dreyeck anzuwenden, 
deffen Scheitel in dem Punkte iß, von dem das Per- 
pendikel ausgehen foll, und deffen Grundlinie von 
den beyden andern Punkten begränzt wird. 

* ■ ' i T* 

Das Perpendikel aus einem Punkte, auf die Ebene, 
die durch 3 andere geht, findet man, wie die Höhe 
einer Pyramide, deren 6 Kanten bekannt find. 

Die verlangten Winkel findet man aus (31 fgg.). 

• 1 . 

• f ■' ; ..'t i’" * ■ * ■ .*• r? 

-Aufgab e ; XXX. . 

/ 

65. Wenn irgend ein Syßem von Punk- 
ten im Raume gegeben iß, und man die 
Entfernung eines jede« von einem andern 
feßen Punkte kennt (ich nenne diefe Ent- 
fernung den radius vector) und aufser- \ 

dem die Winkel kennt, welche diefer ra- 
dius vector mit zwey feßen Axen macht, 

U. - , • _ • 
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. die durch feinen Anfangspunkt gehen, die 
r L>ffien zu finden, welche alle Punkte 
fdes, Syftems zu zAveyen verbinden, die 
■ Winkel, welche diefe Linien unter fiel» 

, nueben u. f. w< 

Vergleicht man alle radii vectores zu zweyen ge- 
. nommen mit den beyden feften Axen, fo hat man 4 
Linien, die von, demfelben Punkt ausgehen, und diefe 
4 Linien bilden 6 Winkel, von denen 5 nach der 
Hypothefe bekannt find. Der einzige unbekannte ift 
der, den die radii vectores umfaiTen , man findet ihn 
durch (XXI, 50). » Nachher durch das Lemma I. die ' 
Entfernungen, das andere Wie in der vorigen Auf- 
gabe. ' r ,f .. 

Aufgabe XXXI. 

» • 

66. Eine dreyeckichte Pyramide i II auf 
3 unter einander rechtwinklichte Ebenen 
bezogen, alle Theile diefer Pyramide in 
: Werthen der i'o Coordinaten der Scheitel- 
punkte aus zu drück en. 

, • Ich behalte die Bezeichnungen der Aufgabe II fgg. 
und nenne aufserdem - , 

a, aJ, a“ , die Coordinaten von A 

b, b' y b ", die Coordinaten von B 

c, c‘, c", die Coordinaten von C 
d y d‘, d", die Coordinaten von XL 

Dann haben Avir offenbar , „ , 

mm H (b-cf +(&'-c') 2 +(6"-c") z 
nn — (c-d)* +(c‘-d‘Y +(c“-d"Y 
pp ~ 0 d-bY +(d'—b'Y +(d"-b"Y 


1 


' v 
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• / - • s . 

ff ~ Cd—ay +(d'—a'y + (d"-a") z 
gg— (a — by +(a' — b'y +(a" — b /r y 
Jih~ (c— fl) 2 +(c y — a'y H-(c" - a°y 
Subßituirt man dicfe Werthe von mm, nn, u. f. w. 
in den Fßrmeln, die alle Theile der Pyramide in 
Werthen ihrer Kanten aus drücken , fo hat man da» 
gefuchte. 

67. Eben das kann man auf ein Polyeder anwen- 
den , d. b. man kann eben Fo folgende allgemeinere 
Aufgabe löfen: 

Wenn ein Polyeder auf 3 fenk rechte 
Ebenen bezogen ift, alle feine Theile 
in Werthen der Coordinaten, der Schei- 
, t eipunkte aus zu drücken. 

Es bedarf dazu nur des vorigen Verfahrens, und 
der Aufgabe (XXIX, 64). 

So verbindet man die Methode der Dreyecke, 
und die der Projectionen oder Coordinaten. Jede 

“ ' t 

hat eigene Vortheile; folgt man der erfien, fo drückt 
man grgdezu alle Theile des Syftems in Werthen ei- 
niger aus, die hinreichen alle übrigen zu beßimmen, 
wodurch man die Gegebenen immer verändern kann, ■* 
indem man fie aus den Elementen der Figur nimmt. 

Hingegen bey der Methode der Projectionen fängt 
man damit an, alle Quantitäten des Syßcras durch die 
Coordinaten auszudrücken, wozu man durch allge- 
meine fehr finnreiche Methoden gelangt, nachher muf» 
man aber alle diefe Coordinaten, die nur Hülfsgröfsem 
find , eliminiren , um die Elemente der Figur dafür 
.zu fubßituiren. Man darf alfo hiev die Aufgabe nicht 
eher 'für gelöft halten, bis die Elimination der Coor- 
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dinaten bewerkftelligt iß. In diefer Elimination be- 
fteht die hauptfächlichfte Schwierigbeit der Methode, 
weil man mehr Unbenannte zu eliminiren hat, als 
Gleichungen da find, fo dato es befonderer analytifcher 
Kunftgriffe bedarf, um durch willkührliche Bedin* 
gungen dahin zu gelangen.’ 

Bey der Pyramide z. B. braucht man nur 6 Ge- 
gebene, wozu wir die Kanten wählten, und fo ha- ' 
ben wir alle andere Quantitäten des Syftems in Wer- 
then diefer gefunden. 

Nach der Projectionsmethode hingegen, betrach- 
tet man anfänglich die iQ Coordinaten der 4 Scheitel- 
punkte als gegeben; da man iie aber alle eliminiren 
mufs, und doch nur 6 Gegebene hat (die 6 Kanten), 
fo erfetzt man die fehlenden Gegebenen durch 6 will- 
kührliche Bedingungen, die darauf beruhen, dafs, da 
die rechtwinklichten Ebenen, auf die man das Syftem 
bezieht, wiilkührlich angenommen find," man auch 
den Urfprung der 3 Axen und ihre Richtungen, wo 

und wie man will, annehmen kann. Man muTs alfo 

\ 

diefe 6 willkührlichen Bedingungen durch 6 neue 
Gleichungen ansdrücken, wodurch man denn endlich 
zur Elimination kommt. 

In der Kunft, den Umftämlen gemäß» auf die 
einfachfte Art die Rechnung zu führen , liegen die 
vorzüglichflen Hiilfsquellen diefer fruchtbaren Me- 
thode, die Avefentlich auf der Kunft beruht, das Coor- 
dinatenfyfiem zu verändern, damit man Urfprung 
und Richtung fo vortheilbaft wie möglich wählen 
kann. Ich habe deswegen hier noch mich mit dem 
wichtigen Problem der Umformnng der Axen, ohne 

4 ' 
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den Urfprung zu verrücken,. in der gröfsten Allge- 
meinheit genommen, befchäftigt. Man weifs, dafs, 
um den Urfprung zu verändern, man nur eine will- 
lüihrliche Conftante zu jeder Coordinate zu addiren 
braucht. 

Aufgabe XXXII. 

' t 

63. Wenn die Lage eines Punktes im 
Raume durch 3 beliebige Coordinaten be- 
ftimmt ift, die gegebene Winkel' machen, 
die Richtungen diefer Coordinaten zu ver- 
ändern, vorausgefetzt, dafs man den Win- 
kel kennt, den jede der neuen Coordina- 
ten, mit jeder der alten macht. 

Es fey M (Fig. is.) der gegebene Punkt, deifen 
Lage im Raume durch die 3 Coordinaten 

AP — x 

JQ — y y 

AR — x 

beftimmt ift. Man betrachtet diefe Coordinaten als 
gegeben, und eben fo die Winkel, welche fie unter 
einander bilden, 

PAQ — xy 1 

PAR — x r z J> .... (A) 

QjIR — y*z j 

Nun bleibe der Urfprung A derfelbe , und .die^ 
neuen Coordinaten feyen 


A P ~ 
Aq 
Ar 


z*i 

— y‘ j* • 4 • • 


A \ 1 


(B) 
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von denen jede mit den erften die gegebenen Win- 
kel bildet: * 

pAP — x A x' 
pAQ ~ y x' > * • - • C c ) 
plkR — z'x' J 



- 

(jAP — x s y / 

1 

i 


qkq — y A y' ■ 

> (D) 

I ' , 

A 


■>. 

a 

II 

Oi 

1 * 

; 

/ 


rAP ~ x z‘ 1 


> 


rAQ — f 

' . - . . t. (E) 


rAR — :V J 
Man foll nun die erften Coordinaten x, y, z, in 
Werthen der neuen x‘, y', z\ und die rs Winkel 
finden. 

Ich bemerke zuerft, dafs man von den Winkeln 
(C) nuf 2 zu kennen braucht, um den Jten zu fin- 
den. Wenn es alfo in der Aufgabe heifst, dafs diele 
3 Winkel gegeben find, fo bedeutet das nur, dafs 
2 unmittelbar "gegeben find, und dafs der 3te durch 
diefe beyden und eine Bedingungsgleichung beftimmt 
ift. Man kann diefe Bedingungsgien hung leicht fin- 
den, denn die 4 graden Linien x, i , z, x', bilden 
unter einander die 6 Winkel: 

x n y , x z , Y' z , x A x', Y'x*, z A x' t 
von denen die 3 erften und beyden letzten nach der 
Hypothefe gegeben find. Man kann alfo die Formel 
(50) darauf anwenden, wenn man letzt: 
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/ y 


3i5 


xy 


_A_ 

X z 
/ 


m i 

n 


' y*z - P 


A vt rr 


x x 


z A x y -s 


9 


(F) 


Eben fo ift es bey den Winkeln (D), wo man 
diefelbe Bedingungsgleichung amvendet, indem man 

*y =»» 1 


x z — n 


3 r* - P 

X A y y — r [ 


CG) 


■yY — 

= 


Endlich ift es auch fo mit den Winkeln (E), 

• t ' * I 

wenn man 


x n y — m "J 

x*z == n I 

1 • > CH) 

x A z y = r f 


— q 


f^rrt 


ZZ 


fetzt. Man hat alfo, um wirklich alle als gegeben be- 
trachtete Winkel zu beftimmen, die doch nur irapli- 
cite gegeben find , folgende 3 Bedingungsgleichun- 
geu: 
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l — cof x A y~ — 

cof X x Z z — 

•cf/ x x x n 

—cofy A x n 

1 

> 

5 

4 cof x A y z 

. coJz x x ,z 4 cof X A Z z . cofy 

v x iX 

\ 



4 cofy A z z . coj x A x ,z 

4 2 cof x A y 

. cof X A Z 

. cofy A z 

4 2 cofx A y 

. coJy x x ' 




. cofx A x' 


4 2 cof x x z 

. cof X A X / 

. cofz x x' 

42 coj y A z 

. cofy x x‘ 




. cofz A x > 


— 2 cof x x y 

. cof X A Z . 

cofy x x‘ 

. cof z A x t ■ 

— 2 Cf/ .r'y 



. co/f/ A z 

. cofx A x / . 

coj z x x‘ 

1 

c* 

•s* 

► 

• c °fy As • 

cofy^y * . 

cofx A y< = 

o .... (K) 

,—cofx x y z — 

■cof X x Z* - 

-cofy x z z 

— cofx x y n ■ 

—cofYy 17 - 



— 

cof z A y‘ z 


4- cofx x j z 

. cof z x y ,z 4 cof x x z z . cof y x y ,z 



- ¥cofj x z z . 

cof x x y n 

4- e cof x x y 

. cof X A Z . 

c</> a ä 

4 2 co/ x A y 

. cofx x y * 



cofyY 


•hscof X A Z . 

cofx x y' . 

, co/' z A / 

4 ä cof iJ X Z 

• cofyY 




. cofz-Y 

- 

—2 cof x A y . 

, cof X x Z . 

cofy A y> 

. cof z x y‘ - 

— CCf/ X A Jf 



*cofy x z 

r . co/ * A j' . 

co/ Z A /' 

— zcof x x z . 

cofy A z . 

cofx x y ‘ . 

cof yY — 

o .... (L) 

■ — coJ'x x y ,z - 

-cof X x Z z — 

-cof X x Z n 

1 — cof y x z ,z 

— Cf/ Z A Z /2 

4 cof x x y z . 

cofz 

J rcofx A z 

z , cofy A z ,z 

4 cofy x z z 




. Cf/ Jf A Ä 

;/» 

4 s cof x x y 

. co/” . 

cofy A z . 

4 2 cof x A y 

. cof X x z' 




. cofy x 

z* 

42 cof X x Z . 

cof X x z i . 

co/" z A z 7 

4 acofy A z 

. cof y x z > 


. coj z A z' 

—acof x x y , cof x A z . cof y x z' . cofz A z' — 2 cof x x y 
. cofy A z . cofx x x* , cof z x z' 

— 2 cof x x z . cof y A z . cofy A z t . ct/ a'z* ZZo .... (M) 
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Da nun alle Winkel (A, B, C, D, E,) bekannt 
find, muffen wir die erften Coordinaten in, Werthen 
von x*, y', z', und von diefen WinkeA finden. 

Dazu conftruire i h die beyden Parallelepipeden 
APQRSMT, ApqrsMt, das erfte von den erften 
Coordinaten, x, y, z, das zweyte von den zw ey teil 
Coordinaten x ', y‘, z', indem ich beyde mal vom 
Punkte A ansgehe. Sie haben alfo zur geineinfchaft- 
lichen Diagonale den Radius Vector AM. 

Nun zeigt die blofse Anficht der Figur, dafs 
APTMtpA ein Sechseck fey, das nicht in einer 
Ebene liegt, deffen 3 erfte Seiten AB, PF, TM 
die alten Coordinaten x, z, y , und die 5 andern 
Ap t pt, ti\l die neuen Coordinaten x‘, z', y', find, 
und dafs die Winkel, welche diefe Linien bilden, die- 
jenigen feyfen, welche von den 6 Kanten AB, AQ, 
AjR, Ap , Aq, Ar am Urfprunge A gebildet wer- 
den. 

Aber man weifs, dafs in jedem Vieleck, mag es 
in einer Ebene liegen oder nicht, jede Seite der 
Summe der andern gleich ift, von denen jede mit 
dem Cofinus des Winkels mulliplicirt wird, den fie 
mit der erften macht. So erhält man folgende drey 
Gleichungen : 

x zzz x* cof x A x f Ay f cofx A y' Az' eofx A z l 
— y cofx A y — z cof x A z 
y — x' cof -f • y 7 Cofy A y ‘Az' cofy k z i 
— v cofy A x — c cofy A z 
Z ~ x 1 cof z A x t + y' cof z x y ' + z‘ cof z A z' 

- — xcoJz A x—ycoJz A y j 


(N) 
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Gleichungen, die nur die 3 alten, die 3 neuen 
Coordinaten und die 9 Winkel enthalten , welche 
unmittelbar g^eben , oder durch die vorigen Bedin- 
gungsgleichungen bellimmt lind. 

Um das Problem der Umformung der Coordina- 
ten in feiner grüfsten Allgemeinheit zu nehmen, mufs 
man diefe 3 Gleichungen auilöfen, um daraus die 
Werthe von a-, y, z zu ziehen. Nehmen wir der 
Kürze \vegen ' ' , • 


cof x A y = b 
cof x^z = c 

x' cof x A xf 4 m y' cof x^y' 4 z' cof x A z‘ — d 
cof y x x — e 

cofr'z — f v, .... (P) 

x' cof y A x f 4 - y‘ cof fyf 4 z* cof y Ä z' — h 
cof z\v = i 
cofz A y — k 

x'cofz K x 4 y' cof z A y‘ +z , cofz A z'— m 
fo erhalten wir 

chfi 4 - bgrfi — dgk—bh — cm +d 
X cek 4 bgi — gk —be — ci +1 

ccm 4 g di — cid — g m — d e + h ! 
y cek 4 bgi — gk — be — ci 4 1 
deh 4 - bhi — bi m — hh — di 4 m 


cek + bgi — gk — be — ci 4 1 


69. Sucht man die 3 Winkel x /A y', x' f, y‘ A z‘, wel- 
che die neuen Axen mit einander machen, fo brauchte 
man nur die 6 Axen, x, y, a, x', y' t z‘ zu vieren zu be- 
trachten, indem man immer 2 alte und 2 neue nimmt. 
Da von den C Winkeln , welche diefe 4 Linien bil- 
den, 5 gegeben lind, findet lieh der 6te durch die 


•k> 


DigitizetJLby Q^ogle 



V 


319, 

Formel der Aufgabe (XXI, 50.). Z. B. den Winkel 
x 4 A y 4 iindet man, wenn man die 4 Axen 
x, y, y 4 

oder x, z, x 4 , y 4 

' * 

oder y, z-, x / , y 4 

combinirt. So erhält man folgende 3 Formeln, deren 
jede x' A y 4 giebt, und die man nach den Umftänden 
answählen kann : . ? 

X — cof x' v y z — cofx A x 4 Z — cof y A x ,z —cof x 4 A y 4Z —cof y A y 4Z 
/ — cofxAy 42 

+eo/' xy 2 . cof x ,A y 4Z r^cof x A x fZ . cofy A y 4Z + cof y^x 42 
\ ' . . cof x A y 4Z 

+ 2 cof x A y . cofx A x 4 . cofy A x 4 + acof x^y . cof ff* 

. cof x A y 4 

-+• 2 cofx A x / . cof x A y 4 . cof x 4 A y 4 ■+• 2 cof y A x 4 , cof y A y 4 

. cof x tA y 4 


— acof x A y 

. c.of'fx 4 

. cof y A y 4 

. cof x A y 4 ■ 

— acof x A y 4 



. cofy A x 

4 . Cofx A y 4 

. Cofx 4 A y 4 

— acof x A x 4 

. cof y^x * , 

• co/yy . 

CoJx A y 4 — 

0 .... (R) 

—cof — 

cof x A x ,z — 

-cof z A x /z 

— cof x 4 A y 4Z 

— cof vf 42 


•» 

— 

Cofx A y 4Z 


+ cofx A z z . 

cof x 4 A y 4Z 

+cof x A x 4Z . cof z A y 4Z 

+ cof z A x 4Z 



• • 

c.ofx A y ,z 

f 

+ acof x A z 

. cof x A x 4 

. cof z A x 4 

-f acof x A -, 

. cof z A y 4 



• 

cof x A y 4 

- 

•+• acof x A y 4 

. cof x A x‘ 

' . x 4 A y 4 

+ acof z A x 4 

. cof z A y 4 



• 

cof(x 4 A y 4 


— 2 cof X A Z , 

. cof x^x 4 

. cof Z A lf 4 

. cof x 4 A y 4 

— cofx A z 

«. , 


. cofz A x 4 

. cofx A y 4 . 

cofx /A y 4 

— acofx A x' 

. cof z 'x 4 , 

, cofz A y 4 . 

cojx A y 4 — 

0 .... (S) 
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I —cof ifz 2 —cof tpx'* —cof i A x n — cof i A y n —cof x A y n 

— cofy A y n 

+cofy A z z . cof x JA y /x + cofy A x ,x . cofz A y x +cofz A x ,x 

. cof y A j ,x 

4-2co/y A s . cof y h x' . cofz A x • + ccnf y A z . cof z A y' 

• cof y A y‘ 

+ 2 cof fx‘ . cof ; f A y' . cofx tA y' +200/’ z A x . cof z A y‘ 

' . cof x‘ A y' 

—Qcof u A z . coCy A x t . cof'z A y > . cof x tA y f — 2 cofy x x / 

. cof z A x J . cofz A y* . coffy* 

' — q cof y A z . cof z A x* . cof y A ij i . cof x /A yf — o .... (T) 

70. Sind die 3 erften Coordinaten rechtwinklicht, 
Ayie man gewöhnlich an nimmt. Io hat man 

cof x A y “ o 
cof x A z — ZZ. o 
cof ’y A z ~ o 

Alle Glieder alfo der Formeln (N), die das Zei- 
chen — haben, verfch winden, und die Formeln ver- 
wandeln ßch in 

-r — x* . cofx A x i ■\-y'cofx A y l +z / cofx A z / 1 
y — x' cof y A x‘ -\-y'cofy A y' 4 - Ü cof y A z* j 1 . ...(U) 
1— a;' cofz A x‘ • J ry‘cofz A y' 4 * z' coj z A z* J 

Die Bedingungsgleichungen (Äj L, M) verwan- 
deln lieh in 

cof x A x ,z 4 - coj y K x n 4 - cof z A x ,x — I "] 

cof x A y‘ z 4 - coJ.y A y /z 4 * cof z A y n “1 j* » • •• (V) 

cofx A z rz 4 " cof j A z n 4 “ cofz x z‘- ~ 1 j 

Und die Gleichungen (R, S, T ) mit einander 
verbunden, uijd nach und nach auf die andern Win- 
kel 
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hei a/V, y ,A z‘ angewandt, horamen auf die 3 folgen 
den zurück: 

cofx ,A y' zzz cof x A x t . cof x A y t -J- cof y A x* 

. cof t/ A y' +cöfz A x / . cof z A y* 
cof x ,A z‘ = cof x A x y . cofx A z t ■+ coJy A x t 
. cofy A z' +cof z A x ‘ . cofz A y t 
cofij‘ A z' — cofx A y ‘ . cofx A z r ~i~cof, A y f 

. cofy A z‘ ■ J rcofz A y‘ . cofz A z' J 

7i. Wenn man ftatt der Winkel .r A y, xfz, y A z, die 
Winhel kennt, welche die Ebenen Axy, Axz, Ayz, \vel- 
che zwey von den von A ausgehenden Kanten ent- 
halten, bilden, und die ich fo bezeichne: 

Axy Axz, Axy A^z , Axz Ayz 
fo braucht man nur die Formeln des Lemma II. zu 
nehmen, und man hat 

co fx A y C °f ^ XS ^~ co f -^ x y_ ■ / * rc * dofAxy Ayz 

finAxy Axz . finAxy Ayz 
Eben folche Formeln hat man für cof x*z, cofy'^z, 
die man nur in den vorigen zu fubftituiren braucht, 
um die Werthe der alten Coordinaten in Werthen 
der neuen, und bekannter Winkel zu haben. ' 


■ I \ 
* 1 . 


II. 


X 
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Verfuch einer Thebrie der Trans verfalen. 


i. Eine grade Linie oder eine Curve, die auf ir- 
gend eine Art ein Syftem von andern Linien, Ebenen 
oder krummen Oberflächen durr.hfchneidet , heifst 
mir eine Transveyfale. In diefem Verfuche handle 
ich nur von graden und Kreis - Transverfalen. 

Oft kann man aus diefer Theorie für verwickelte 
Aufgaben einfache und elegante Auflöfungen ziehn, fo 
dafs fie wohl in die gewöhnlichen Elemente der Geo- 
metrie aufgenommen zu werden verdiente. 

s. f&a Grunde ift diefe Theorie mit der der Coor- 
dinaten einerlev. Wenn MOM ' (Fig. 13.) eine Curve 
ift, die auf zwey rechtwinklichie Axen AP, AQ, be- 
äugen wird (den Urfprung in A gefetzt), AP, PM 
die Cüordinaten von M find , und durch M zwifchen 
den Axen eine beliebige Transverfale pMq unter ei- 
nem gegebenen Winkel j4pM gezogen •wird, fo ge- 
hen die ähnlichen Dreyecke pPM, pAq 

m = fs . « 

ßn pPM ' 

/TTr “Tr fi n Q 

QM q Sl . J — 

ßnqQM 

nennt man alfo 
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x, y die Coordinaten ÄP, JPM ; 

x', y‘ die entfprechendeu Tlieile p \l qM der 

. Transverfale; 

a, b die gegebenen Winkel PAa, Apq, 
fo werden die vorigen Gleichungen 



Man lieht alfo, dafs, wenn man für die Coordi- 
naten x, y, in der Gleichung der Curve MoM' diele 
Werthe fetzt, man eine Gleichung von dciufelben 
Grade zwifclien x', y\ d. h. zwilchen den Theilen 
Mp, Mq der Transverfale pMM'q erhallen wird.. 

So ift die Theorie der Trans verfaJen eigentlich * 
nur die Theorie der Coordinaten , welche' man, fttftt 
lie einen Winkel bilden zu lallen, auf derfeltten Li- 
nie genommen hat. So vereinfacht man , weil der 
Grad der Gleichung nicht erhöht wird, und man den 
Gifprung und die Richtung der Transvcrfalen verän- - 
dein kann, wie den Urfprung und die Richtung der 
Coordinaten. 


llehrfatz I. 

3. Wenn die 3 Seiten eines Dreyecks oder 
ihre Verlängerungen von .einer beliebi- 
gen Transverfale gefchnitten werden, fo 
entftehen in der Richtung jeder Seite des , , 

Dreyecks zwey durch die Transverfale ge- v 

bildete Segmente von der Befchaffenheit, , 
dafs das Product dreyer von ihnen, die , 
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keinen gern ein fch a ftlich en Endpunkt; ha- 
ben, immer dem Product der 3 andern 
gleich i ft. 

B e w e i s. 

ABC (Fig. 15, 16 , 17.) fey das gege- 
bene Dreyeck, aUc die Transverfale in der Ebene 
des Dreyecks, ■welche die Seiten SC, AC, AB in 
a, b, c fchneidet , fo find die Segmente zwifchen der 
Transverfale und den Winkeln in der Richtung der 
Seite, 

auf AB .... Ar, Bo 
auf AC .... Ab, Cb 
auf ÜC .... ßa. Ca 
Man foll beweifen, dafs 

Ab . Bc. Cu — Ar . J^a . Cb. 

Durch den Scheitel eines der Winkel des Drey- 
ecks , z. B. durch B, ziehe man eine Parallele mit der 
gegenüberfiehenden Seite ÄC , -welche die Transver- 
. fale in Ii l'chneidet. Dann haben wir 

Ab _ lik 

Ac Bc 

» / * 

Ca Ba ' 

Cb ~ Bk 

Kiultipliciren wir die Gleichung, fo haben wir noch 
leichtere Reductionen : 

Ab . Bc . Ca ~ Ac . Ba . Cb .... (A) 
Dcrfelbe Beweis gilt, die Transverfale mag die 
Fläche des Dreyecks durchfclineiden oder nicht. 

Diefer Lehrfatz, der Grundfatz der ganzen Theo- 
rie der Transverfalen kann fehr generalifirt werden. 
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denn er erftreckt fich, wie matt aus den folgenden 
LehrCätzen feben wird, auf alle Vielecke, mögen lie 
in einer Ebene liegen oder nicht, felbft auf fpliäri- 
fche. 


4. Die 3 Seiten des Dreyecks*und die Transver- 
fale können wie die 4 Seiten eines Vierecks BCbc 
betrachtet werden, und jede Seite diefes Vierers • 
kann wieder als Transverfale betrachtet werden, fo 1 
erhalten wir folgende 4 Gleichungen: 

Äh . Bc . Ca — Ac . Bä . Cb 
AB . Cb . ac ZZZ AC . Bc . ab 
Ac • BC . ab ZZZ AB . Ca Äbc j 

v | 

■ ' » AC . Ba . bc — Ab . BC . ac J 

j ■ ■ 

Doch find diefe 4 Gleichungen eigentlich nur 3 
wefeinlich verfchiedene , denn wenn inan z. B. die 

* l 

3 erften multiplicirt, erhält man die vierte. * 

5. Multiplicirt man die erfte und die dritte, fo er- 
hält man 

I BC . Bc . bA . Jxt — UÜ. bc . BA . Ba . . . i (C) 

oder - i 

BC . B c __ BÄ . Bä 
bC . bc bA . ba 

I 1 

6. Eine Formel derfelben Art erhält man, wenn 
man 2 von den andern Gleichungen multiplicirt, und 
da die Funkte B, C, b, c willkührlich angenommen 
werden, fo find diefe Formeln auf die Figur anwend- 
bar, die wir in der Geometrie der Stellung vollftän- 
diges Viereck nannten. Ein folches voJlftändiges Vier- 
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eck ift ABFCGDA (Fig. iß-)» das ans den 3 einfa- 
chen Vierecken ABCD, AFCG, BFDG beßelit. 

Lehrfa tz II. 

7 * Wenn alle Seiten eines ebenen Viel- 
ecks, oder deren Verlängerung von einer 
beliebigen Transverfale gefchnitten wer- ' 
den, fo entftehen auf jeder Seite oder de- 
ren Verlängerung ZAvey durch die Trans- 
verfale gebildete Segmente, von der B e- 
fchaffenheit, dafs das Product aller dig- 
fer Segmente, die keinen gemeinfchaftli- 
chen Endpunkt haben, dem Producte aller 
andern gleich ift. Jedes diefer Producte! 
hat fo viel Factorcn als das Vieleck Seiten? 

B e w e.i s. * 

Es fey z. B. das Fünfeck ABCDE (Fig. 19.) 
durch die Transverfale mnpqr gefchnitten, fo iß 

Am, . Bn . Cr . Dp .Eq~Aq. Eni . Cii . Di:. Ep 
Um den Satz zu be weifen, wollen Avir aus ei- 
nem Winkel des Vielecks, z. B. aus A, die Diagona- 
len AC , AD nach den andern ziehen, und diefe 
Diagonalen, und die Seiten des Vielecks verlängern, 
bis die Transverfale fie in m, n, p, q, r , s, t fchnei- 
det. Dann geben uns nach dem erßen Lehrfatzc die 

Dreyecke ABC, ACD, AED 

\ . 

' Am . Bn . Cs ~ As. Bin . ~Üh 
As . Cb . Dt “ At . Vs . Jfr 
At . Dp . Eq — Aq . JJt . Ep 
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mnltipliciren und reduciren wir, to kommt 

Am . Bn . CF. Dp . Eq — Aq . Bin . Cn . Dr . Ep . . . (A) 

Diefs Theorem generalifirt das vörige und ift nur 
ein befonderer Fall vom folgenden. 

. • 

Lehrfatz III. 

g. Wenn alle Seiten eines Vielecks, daß 
' nicht in einer Ebene liegt, oder ihre Ver- 
längerungen, von einer Transverfalebene 
gefchnitten werden, fo bildet diefe Trans* 
Verfal ebene auf jeder Seite,' oder deVen 
Verlängeru n g zwej Segmente von der Be- 
fchaffenheit, dafs das Product aller diefer 
Segmente, die keinen ge mein fcha f t ljch en 
Endpunkt haben, demProducte der übri- 
gen gleich ift, wo jedes Proditct auch fo 
viel Factoren hat, als das Vieleck Seiten. 

» 

Beweis. • 

Wenn man mnpqrst (Fig. 19.) als die Pro- 
jection der Transverfalebene auf eine ihr fenkre hto 
Ebene betrachtet, fo ift die Sohlufsfolge ganz diefelbe, 
wie beym vorigen Lehrfatz, und man findet eben fo 

Am . Bä , Cr . Dp . Eq — Aq . B.n . Cn. Dr . Ep . . . ( A) 
man mufs bemerken, dafs in diefer Formel Am, Bn, 
n. f. w. die Segmente felbfi auf den Seiten des Viel- 
ecks, und nicht ihre Projectionen bedeuten. 

Der folgende Satz zeigt, dafs der Satz auch auf 
den Fall fich erft reckt, wo die Transverfale eine Kreis- 
linie ift. 


\ > 
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L e h r f ä t z IV. 

9. Wenn a(le Seiten eines ebenen Viel- 
ecks von einer beliebigen Kreis-Trans- 
verfale gefcbnitten werden, fo beftimmt 

f 

diefer Kreis, da er jede Seite in 3 Punk- 
ten fchneidet, 4 Segmente, zwilchen diefen 
Punkten und den Winkeln, die die Seite 
begränzen, und das Product der einen 
Hälfte diefer Segmente, ift gleich dem Pro. 

duct der andern Hälfte, wenn man fie alle 

> 

fo wählt, dafs in einem Product keine zu* 
fammen kommen, die einen Flankt des 
Kreifcs zum gemeinfchaftlicheu Endpunct 
ja a b e n. ■ , 

% 

. * v 

Beweis. 

Es wird genug feyn, diefen Satz für das Drey- 
eck zu beweifen, da derfelbe Beweis für jedes an- 
dere Vieleck gilt. Es fey alfo ABC (Fig. so) das ge- 
gebene Dreyeck’; a, a\ b, b‘, c., c* feyen die Punkte, 
wo der Kreis die Seiten fchneidet. Man foll bewei- 
fen , dafs 

Ab. Ab' . Bc . TTc' TÜci . Ca' — Ac . Ac* . Ba . Ba* 

, , CS . Cb* .... (B) 

Aus den Anfangsgründen der Geometrie hat man 
Ab . Ab* — Ac . Ac * 

Ac . Ec' — Bä . Ba* 

Cä . Cä* — Cb . Cb* 

multiplicirt man diefe 3 Gleichungen , fo erhält man 
die Formel (A). 
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in. Man fleht leicht, dafs der Beweis fefbft anwend- 
bar ift, wenn das Vieleck nicht in einer Ebene liegt, 

nur raufs man dann annehmep, dafs es von' einer 

' % . 

Kugeloberfläche gefchnitten wird, die die Trans verfal- 
ebene des 3ten Lehrfatzes crfetzt. 

Da die Ellipfe als Projcction des Kreifes betrach- 
tet werden kann, wendet man leicht den vorigen 
Satz auf fie an, weil die Projeclionen der Thcile ei- t 
ner Linie in demfelben Verhältnifs flehen, als diefe 
Linie felbft. Da nun das Verhältnifs der beyden 
Glieder der Gleichung (A) == l für den Kreis ifl, 
rnufs es auch =: 1 für die Ellipfe bleiben. 

Eben fo findet diefer Satz feine Anwendung auf 
alle andere Kegelfchnittc, und wenn das Vieleck 
t nicht in einer Ebene liegt, auf die Oberflächen, die 
durch Umdrehung diefer Curven um ihre Axen ent- 
ftehen. 

Der Satz kann noch mehr generalifirt werden, 
und erftreckt fleh dann auf alle geometrifche Curven, 
und alle Oberflächen, deren Durchfchnitte mit einer 
Ebene geometrifche Curven lind. Da ich aber hier 
nur mit graden und Kreis- Trans vevfalen mich be- . 
fchäftige, fo befchränke ich mich, Gegenftände anzu- 
^eigen, über die man meine Geometrie der Stellung . . 
nachfchlagen kann. 

Lehr f atz V. 

I 

11. Wehn man aus einem Punkte in der 
Ebene eines Dreyecks, auf jede Seite eine 
Transverfale zieht, die durch den gegen- 


4 
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überftchenden Winkel g-eht, To erhält man 
auf jeder Seite 2 Segmente von der Be- 
fchaffenheit, dafs das Product dreyer, die 
keinen g e m e i n f c h a f 1 1 i c h e n Endpunkt ha- 
ben, dem Product der 3 andern gleich i ft. 

Beweis, 

t , • ' 1 

Es fey ABC (Fig. 21, 22.) das Dreveck, D der 
Punkt, Aä, Bl), Cc feyen die Trans verfalen, fo füll 
man beweifen, dafs 

Ab . Eh , Ca ZZ Ac . Ea . CB .... (A) 

Die beyden Dreyecke AaB , AnG, durch die 
Traiisverfalen Cc, Bb, gefchnitten , geben ‘nach dem 
. erften Lehrfatz: 

Ah . BC . cTD — AD .Ec . Ac 

# ’ * * 

AD . AB . Cb — AD . EC . AB 

multiplicirt man, fo erhält man die Formel (A). 

Es ift, ,wie man Geht, cinerley, ob D innerhalb 
oder aufserhalb des Dreyecks liegt. < 

Lehrfatz VI. 

12. In jedem vollftändigen Viereck wird 
jed6 feiner 3 Diagonalen, von den beyden 
andern zu proportionalen Segmenten ge- 
fchnitten. 

Es fey ABFCGDA (Fig. ißO das vollftändige Vier- 
eck, A C, bJD> FG feyen die 3 Diagonalen, die Geh in 
l, k, h fchneiden , man foll beweifen, dafs eine, z. B. 
AC, in l, und h fo gefchnitten wird, dafs 

*- t 

» ' • \ - 




/ 


S3i 


JÜ Äh J 

• . T2 m 

Hierzu wollen wir das Dreyeck ABC betrachten, ' 
deffen Scheitelpunkte 3 von denen de9 einfachen 

Vierecks ABCÜ find, deffeu Diagonale aC ift, Der 

*■ 

vorige Satz giebt uns 

Äl . CG . hF =r C 7 . TG . AF. 

Da dafi'elbe Dreyeck auch von der Transverfale fc, 
KFG gefchnftten wird, fo giebt der erfte Lehrfatz: 

AF . CTi . TG zz: BF . Ah v Cg 

rnultipliciren wir; fo entfteht 

Al . CTi — Ah .CI ... . (A) 

oder 

Al_ Äh 
12 


Cl 


(B) 


Eben fo beweifet man für die andern Diagonalen, 


dafs 


M 

Dl 

Fh 


m 

Dh 

Th 


oh. 0T1 

13. Zieht man durch den Punkt k eine neue 
Transverfale hB'l'D ' die die Linien AF, ÄTt, A G in 
B', l', D' fchneidet, fo hat man * 

»L=Ih. .... <c) 

Dt * Dli 

Denn wenn man fich die Linien Gl', Fl V denkt, 
fo bilden fie mit Äh', ÄD' ein neues Viereck AB' CD' 
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welches diefelben Eigenfchaften haben wird , alt 
1 BCD . Nun find li' L)' und zAvey feiner Diago- 
nalen , alfo niufs F'G in den beyden andern in pro- 
portionalen Segmenten von den beyden andern Dia- 
gonalen gefchuitten werden. Da nun eine diefer 
Diagonalen fturch k , die andere durch h geht, fo 
fällt diöfe andere Diagonale der Richtung nach in AC, 

* d. h. der Winkel C' des neuen Vierecks fällt auf ÄC, 
man hat alfo nach dem Lehrfatze die Formel (C). 

Da (ich der Punkt C auf AC befindet, fo mufs 
• es einerley feyn, welche Lage atjch die Trans verfale 
]iU L)' haben mag. Die Linie ÄJi ift alfo der Ort aller 
Punkte C, C', die aus dem Durchfchnittc der Linien, 

von F, G, nach D,' B ' gezogen, entliehen. 

' \ 

Lehrfatz y II. 

* ; . . » rl 

14. Wenn eine beliebigeLinie Bf), in den 
Punkten b, d, in proportionale Segmente 
gefchnitten wird, und man aus einem an- 
dern Punkte de9 Raumes A, nach-den 4 
Theilungspunkten B, D, b, 1 1 , die graden * 
Linien slB,AD, Ab, Ad zieht, fo wird jede 
andere Trans verfale -ß'-D' zwifchea A ß, A U 
' gezogen, wie die erfte BD, auch in pro- 
portionale Segmente Ab, Ad getheilu 

t ' ' 

B e w e i s. 

Wir haben (Fig. 23.) nach der Annahme 

Bb _ ÜE 

. .. hd Del ' 
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nun ilt 


M = 

ßn AbR 

ßn BAd 

ba ßuAc/B 

’ Db~ÄD £ n -?4- 
ßinAbD 

m-ÄD ' . - 

, ßuAdD 

.fubliituirt man diefe Werlhe und reducirt, fo kommt 

ßn BAb ßn DAb ^ ^ 

ßn BAcl ßn DAd 

Wenn nun diefs Verhältnifs zwilchen den 4 Win- 
keln ftatt findet, fo mufs die Linie BD nothwendi- 
gerweife in b, d, in proportionale Segmente getheilt 
■werden, Aveil man fonft, Avenn diefs nicht- der Fall 
Aväre, den Punkt d näher oder Aveiter von D neh- 
men müßte, indem B, b, D diefelben blieben. Aber 
d*nn Aväre das Verhältnifs der Winkel nicht mehr 
daflelbe. Da man cs nun gegeben annimmt, fo Avird 
Bd, in B und D, in proportionale Segmente ge- 
theilt. 


Dalfelbe gilt von jeder andern Linie B'D' u. f. av. 

15. Der BeAAeis befteht aus zwey Theilen, die 
ZAVey merkAvürdige Sätze bilden. Der erfto; 

Wenn eine Linie BD, in b, d, in pro- 
portionale Segmente getheilt ift, und 
man aus einem Punkte ji des Baumes 
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die 4 Linien AB, AD, Äb, Ad zieht, fo 
hat man 


(A) 


fin B Ab fin D Ab 

JinBÄtl _ fin D Ad 

zwey teils : 

Wenn 4 Linien aus einem Punkte A 
ausgehen, und in derfelben Ebene ge- 
zog en, 4 Winkel bilden, unter denen 
das eben angeführte Vejrhältnifa he- 
fte h t , fo Avird jede andere Linie w.i e 


Bl) oder B' 1 )', die zwifchen den Seiten 
AB, AD gezogen i ft , von den b e r d e n 
andern Ab, Ad, in proportionale' Seg- 

I 

mentet getheilt. 

m DU ' 

Dd 

m 


16. Aus ~~~ — ' 


folgt 


. . I (B) - 


Bd 

1 Td 

Bd Bb 

d. h. iß eine Linie BD in proportionale Segmente 
in den Punkten b, d, getheilt: fo iß umgekehrt ab 
in B, D, eben fo getheilt. Alfo auch 

- fin bAD firvbAD 

find AB fin bAB 
17. Wir haben aus (13) gefehen, dafs die Linie 
B'D', zwifchen AB, ÄD gezogen, und durch 4 
gehend, in h und / in proportionale Segmente ge- 
theilt wird. Wir können jetzt den Satz generalifiren, 
denn wenn man Ali zieht, und durch o einen Punkt 


(C) 
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diefer Linie die TransveiTale ompn, fo. wird mn in 
proportionale Segmente getheilt, d. la. man hat 


»io 


no 


(D) 


mp »p , 

■was aus dem Lehrfatz VII fchon evident ift, weil die 
Linie FG, zwif hen denfelben Linien AF, AG, ent- 
halten , welche die Linie mn hcgranzen , in propor- 
tionale Segmente von Ah, Ah gelchnitten wird. % 


Lehrfatz VIII.’ 

I • • ’ 

iß. Schneidet man ein beliebiges einfa- * 

v , 0 , 

ches Viereck durch eine TransveiTale, 
fo wird der Th eil der TransveiTale, der 
zwilchen den Diagonalen liegt, in propor- 
tionale Segmente von den beyden Linien 
getheilt, die man aus dem D u r ch fchni t te- * ' 
punkt der Diagonalen, zu den beyden 
Tunkten zieht, wo die gegenüberftehen- 
den Seiten des Vielecks zufammenfioffen. 


. Beweis. 

Wenn AECD (Fig. 24.) das Viereck ift, fo foll 
man beweifeu, dafs mn in p, ,q in dem verlangten 
Verhältnifs gefclmitten werde, d. h. dafs 

' ' ‘ ■ 

nuj n([ 

Die 3 Diagonalen des volIftUndigcn Vierecks 
CDAHBCG lind JiG, CD, Ali, welche alle nach 
dem 6ten Lehrlatze fo geLhnilteii lind. Wendet mail 
dielen Grundfatz auf die Diagonale AB an, fo findet 


# 


/ 


» \ 
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man, dafs ne in den Punkten o, I', von den beyden 
andern Linien gefchnitten wird, die von l’i ausgelien, 
alfo wird nach dom VII. Lehrfatz jede andere Trans- 
verfale wie mn , die zwifchen HA, KB liegt, durch 
KG, HF in proportionale Segmente getheilt, d. li. 
inan hat 



rnq uq 

Lehrfatz IX. 

19. Wenn eine Linie der gemein Ich af fli- 
ehe Durchfchnitt von 4 v e r T c hie denen 
Ebenen i ft , und man w i 1 1 1; u h r I i c h zwi- 
lchen 2 diefer Ebenen eine Transverfale 
gezogen hat, und diele Transverfale von 
den andern beyden Ebenen in proportio- 
nale Segmente getheilt wird, fo wird jede 
andere zwifchen den beyden erften gezo- 
gene Transverfale von den beyden letzten 
eben fo getheilt. 

Beweis. 

Wir wollen annehmen, das ganze Syftem fey auf 
eine Ebene projicirt, die fenkreclit auf der Linie 
fleht, welche den 4 gegebenen Ebenen zum Durch- 
fchnitt dient. A (Fig. 25.) fey die Projcction des 
Durchfchnitts, AB, AD, Ab, Ad die der Ebenen, BU 
die Linie, die zwifchen den Ebenen Ali, AD gezo- 
gen, und in b, d, in proportionale Segmente ge- 
theilt ift, endlich B'D‘ irgend eine endete Trans ver- 
/ 

fale zwifchen den Ebenen AB, Al}, welche von den 

andern 

\ • , 

.. I 
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m 9 s ' 

andern in b* f d d gefehnitten Ayitd. Man foil beAvei-' 
len* daC» »• • ^ 

F&> _ D%> ' ‘ ’ 

tt' Üß 

Ich ziehe die Linie £'c/, und führe durch Bel, Ed', 
eine Ebene, welche die Linie A irgendwo fchneidet.- 
\\'o diefer Durchfchnitt auch liegen mag, fo wird 
B'D" (14) in b", d in proportionale Segmente ge- % 
theilt. Führen wir nun durch B'd, B‘d ' eine neue 

Ebene, die auch A ihgendwo fchneiden Avird, fo> 

\ - 

Avird, avo diefer Durchfchnitt auch liegt, da B'D" in 
proportionale Segmente getheilt ift, B'D' gleichfalls 
in b', d 1 fo getheilt Averden, alfo 

. . Ed? 


U'l* 


(A) 


C 


Bd' D'd ' 

öo. Daraub folgt , dafs, wenn 4 Ebenen AB, Ab, 
AD, Ad, einen gemeinfchaftlichen Durchfchnitt A 
haben,, das Verhaitnifs der Winkel» die fie bilden, 
folgendes ift: « • „ \ 

~ v - ß n RAh __ ßn D Ab t , 

Jin B/id . ßn DAd 

Dalfelbe Vefhältnifs befteht ZAvifchen den Win- 

’ i * * 

kein, die von den Durehfchnitten diefer 4 Ebenen 
mit einem 5ten gebildet Averden. 

Lehrfatz X. ( 


t *» - v „ # , 

21. W enti man aus 


einem Punkte A 

t 

aufserhalb einer Linie BJi (Fig. 26.) zu die- 
fer Linie foviel andere Linien AB, AC, AU, 
M zieht, als man will» und nachdem man 
II. Y 


v 


* 
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aus K eine Transverfale Hb gezogen- hkt^ 
die alle diefe Linien, von A an gerech>n,et* 
in b, c, d, e fch neidet, dann die Diagonalen 
Bc, Cb, Cd, De u. f. w. aller Vierecke BCcb, 

’ . .x 1 

CDdc, BDdb, n. f. w. zieht, fo find alle Durph- 

r ■ J ^ I J ■ * * . . i 

fchnittspunkte der Diagonalen deffelben^ 
Vierecks als m, n, p, u. f. w. in einer und 
derfelben graden Linie, die auch durch K 
*1 geht. 

B c w e i 9 . - : 

Wir Wollen z. B. den Punkt m nehmen; die 
Linie Km ift eine Diagonale des vollftändigen Vier- 
ecks KcbmBCli, die andern beyden find Bb, Cc. 
Nach dem 6ten Lehrfatz, -\yird jede von den beyden 
andern in proportionalen Segmenten gefchnitten; wenn 
alfo Um, Bb in K* fchneidet, fo fchneülen die Punkte 
A und Ji! diefe Linie Bb im angeführten Verhältnis. 
Ls wird alfo auch nach Lehrfatz 7 jede der andern 
Linien Cc, Dd, Ee, von Jim fo gefchnitten. 

Aus demfclben Grunde mufs Kn die Linien Bb, 
"Cc, Dd, Ee fo fchneiden, u. f. w. 

Alfo bilden alle Linien Hm, Kn, lip nur eine 
und diefelbe Linie, die von K ausgeht. 

Lehrfatz XI. 

I ' * - -* 9 ' 4 

cs. Wenn aus einem Punkte A auf ser- 
halb einer Ebene, welche durch die Linie 
BK vorgeftellt wird, zu diefer Ebene fo 
viele Linien AB, AC, AD, AE als man will, 

• • . * \ - t 4 • * v 
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gezogen werden, und man außerdem eine 
T raiuv erfal - Ebene führt, (vorgeftellt 
durch bK, deren Durchfchnitt mit der er* 
Iten, K, ) welche die Linien von zu b, c,' ■ 
d, e gezogen, fchneidet, dann in jedem fo 
entftandenen Viereck B Cc'b’,' CD de , u. f w. 
die beydeu Diagonalen Bc, Cb, ~Ld, ~üc 
u. r. av. zieht; f'o find alle Durchfchnitts- 
p unkte m , n, p, u. f, av. diefer Diagonalen 
in einer und derfelben Ebene, die auch 
durch die D ur chfchnittslinie K t der Ebe. 
neu BK, bK geht. 

.• *1 ' u . . ■ •-* i : . 

Beweis. i - 

' f i . 

' Wir wollen durch K und m eine Ebene füh- 
ren, , welche die Ebene, Avelche AB, ÄC enthält, in 
lim fchneiden' foll ; dann folgt aus dem 6ten Lehrfatz, 
dafs, Avenn K‘ der Durchfchnittspunkt diefer Linie 
ftm mit Bb ift, Bb in den Punkten A, K‘ in pro- 
portionale Segmente getbeilt wird, alfo werden nach 
dem ßten Lehrfatz * alle andere Linien Ce, JJd,\ TTe 
ZAvifchen die Ebenen KB, Kb , eben fo durch die 
Ebene lih' und den Punkt A getheilt. 

Aus demfelben Grunde fchneidet die Ebene, AVel- 
che durch K und n geht, mit dem Punkte A, alle 
Linien Bb, Ce, Del, Ke eben fo u. f. AV. 

Alfo find die Ebenen^ die durch K, und m, n, p, 
gehen, nur eine und diefelbe Ebene. 


V a 


V 
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L ehrfatz XII. 

.. i , \ . 

. i ; 

ßj. Wenn man auf jeder Kante einer d r e y- 

«i J* t • 

cckichten Pyramide ABCD, die von A aus- 
gehen, willkührlich die Punkte m, n, p , 

: i! »'!«•!• •< '■ . 

nimmt (Fig. 27.), um das Dreyeck mnp zu bil- 
den, und nachdem man die Diagonalen Bn, 
Cm, Cp, Dri, Dm, Bp gezogen hat, noch durch 
e A, und die Durchfchnittspunkte D', B', C *, 
die Transverfalen An, Aa Au“ zieht, fo 
w e r d e n 

1) Die Transverfalen Da, Ba' Ca“ fich in 
einem und demfelhen Punkt A' der 
Grundfläche fch neiden; 

.ß) Die 4 Transverfalen AA', BB', CC DD 
in einem und demfelhen Punkt ü* des 
K aumt; • 

3) Die Ebene, -welche dirrch B'C^D', geht, 
und die beyden andern Ebenen BCD, 
*■ bcd, werden alle 3 einen gemeinfchäft- 
lichen Durchfchnitt haben. 

’ . * . • I _• 

Beweis. 

Nach dein fünften Lehrfatz geben die 3 Dreyecke 
ABC , ACD, ABD : 

Am . Ba . Cri — An . Bm . Ca 
An . Ca 1 . Dp — Ap . Cn . Da' 

Ap . Da“ . Bm — Am . Dp . Ba“ 
Muldplicirt maxi, fo kommt 

Ba . Ca ' . Da ' — Ca . Da 4 . Ba“ 


s 
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woraus nach demselben Lehrfaue folgt, dafs die 3 
Transverfalen Da, Ba ', Ca“ Geh ia einem Punkte -4' 
Ichneiden. •• • . , 

< , Ziehen "wir nnn AA', fo iß diefe Linie zugleich 
in den £benen ADa, ABa' , ACa'. Da nun Aa, 
durch D‘ den Durchfchnittspunkt von Cm, Bn geht, 
lo iß DD' in derfelben Ebene, die AA ' enthält, und 
wird alfo AA' fchneiden. Eben fo beweiß man, daf« 
AA J , BB', CC, DB' Geh zu z weyen fchneiden, 
Alfo fchneidet CC' z. B. die nicht in der Ebene ADa 
iß, welche AA', DD' enthält, doch beyde, wel- 
ches nur gefchehen kann, indem fie durch ihren 
Durchfchnittspunkt geht. Alfo fchneiden AA', BB', 
CC', DD' Geh in einem Punkte. 

Wenn wir durch B', den Durchfchnittspunkt 
von Cp, Dri, und den Durchfchnittspunkt von CD, 
np eine Transversale ziehen, fo wird fie (io.) mit 
dem Punkte A, Cn, Dp in proportionale Segmente 
theifen. Eben fo theilt die Trans verfale durch C, 
und den Durchfchnittspunkt von hp. Dm, die 
Linien Bm, Dp. Alfo geht die Ebene, die B', C', 
und den Punkt enthält, wo Dp von A und den er- 
wähnten Transverfalen In proportionale Segmente ge- 
tlieilt wird, durch die Durchfchnittspunkte der Linien 
CD und np, BD und mp, und folglich durch den 
gemeinschaftlichen Durchfchnitt der Ebenen BCD, 
mnp. Man beweifet eben fo, dafs D' in derfelben 
Ebene liegt, alfo hat die Ebene die B', C, D' eine 
und dieielbe Durchfchniitslinie mit den Ebenen BCD, 
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Man kann noch bemerken, dafs derfelbe Beweis 
'ftatt findet, ohne Unterfchied, ob m, n, p auf den 
Kanten felbft oder auf deren Verlängerungen liegen. 

.So kann man A, B, C, D, K als 5 willkührlich im 
Raume angenommene Punkte betrachten, auf die 
man, wenn man immer 4 davon nimmt, alles an- 
wenden kann, was von der Pyramide ABCD ge- 
tagt ili. 

Die Punkte a ß', y', wo fich die correfpondiren- 
den Seiten: 

Bc , mn > , ^ 

£D, mp 

, CD, rip ' 

der Dreyecke BCD mnp fchneiden, find offenbar 
r alle 3 im Durchfchnitte der beyden Ebenen, und 
folglich in einer rgraden Linie, welche Winkel auch 
immer AB, AG, AD machen. Nähert fich alfo AC 
unmerklich der Ebene ABD , bis iie hineinfällt, fo 
hören , ß' , y' darum nicht auf in grader Li- 
nie zu feyn. Daraus folgt im Allgemeinen, wenn 
man ans einem beliebigen Punkte A, in einer Ebene 
3 Linien AB, AC, AD zieht, und zAvey Dreyecke 
BCD, mnp bildet, von denen jedes feine 3 Winkel 
auf diefen 3 Linien, die von A ausgehen, oder auf 
ihren Verlängerungen hat, fo werden die 3 Dur h- 
fchnitrsp unkte a\ ß', y', der correfpondirenden Seiten 

\ ■ I 

diefer Dreyecke immer in grader Linie feyn. 

Eben fo miillen, wenn man die 3 Kanten AB, 
AC, AD in .einer Ebene annimmt, und die Diagona- 
len Lu, Cm, Cp, Du, Bp, Dm zieht, deren Durch- 
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fchnittspunkte D', E', C v find, die 5 Linien DD 

BB', CC', fich alle in einem Punkte K fchneiden. 

\ * » * ' 

24. rDie Theorie der graden Transx-erfalen, -welche 

wir entwickelt haben , erftreckt . fich leicht auf die 

' ♦ • * 1 /» . • " ' 

fphärifchen Transverfalen , d. h, alles, ‘was wir von 
ebenen Vielecken gefast haben, erftreckt fich auf 

L < >. * « » , ■ » 0 

Vielecke, die durch Bogen grüfster Kreife auf der 
Oberfläche einer Kugel gebildet werden , -wenn man 
die Sinus der Bogen für die Seiten des ebenen Viel- 
ecks fetzt. 

Wird z. B. ein fphärifches Dreyeck ABC (Fig. 29.) 
durch einen Transverfalbogen abc gefchnitten, fo wird 
jeder Bogen AB, AC, BC in 0 Segmente getheilt, 

nnd das Product der Sinus dreyer diefer Segmente, 
die keinen gemeinfchaftlichen Endpunkt haben, wird 

A ' . 

dem Product der 3 andern gleich feyn, d. h. 
ßn Ac. fin Ba i . ßn Cb —ßn Ab . ßn Bc . ßri Ca ... (A) 

Man hat nämlich aus den fphärifchen Dreyecken 
Ach, Bac , Cab 

ßnAc ßn b 

ßaAb ßno 

ßn Ba ßn£ 

ßnBc ßn a 

t ßn Cb fing 

ßn Ca ßnb 

Multiplicirt man diefe 3 Gleichungen, fo kommt man 
auf die Gleichung (A). 

25. Eben fo wenn man in einem fphärifchen 
Dreyeck ABC einen Punkt D nimmt, und durch ihre 
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3 Bogen größter Kreife An, Sb, Cc zieht, die dürch 
die Winkel gehen, fo hat man (Fig. 30.) 
fir\Ac.fuiBa.fmCb~ fmAb.ßn Ca.fin Bc ... (B) 

06. Eben fo wenn man ein fphärifches Viereck 
AB CD hat, und die 3 Diagonalen AB, CD, FG 
(Fig. 31.) zieht, fo wird jede diefer Diagonalen von 
den beyden andern in Segmente getheilt, deren Sinus 
proportional find, d. h. wenn man z. B. durch l, h , 
die Durchfchnittspunktc der Diagonale AC, und der 
beyden andern BD, GF bezeichnet, fo hat man 


(C) 


finAl finCl 
ßrt Ah fin Ch 

Ich glaube nicht, daß es, nach dem, was über 
grade Transverfalen getagt iß, nöthig feyn wird, die- 
ff,i Satz zu beweifen, oder die Analogie beyder Ar- 
ten der Transverfalen weiter zu treiben, mag der 
Lefer, wenn er es der Mühe werth hält, feinen 
Scharfünn daran üben. 


S c h 1 u f s. 

27 - Diefs find die allgemeinen Grundzüge der 
Theorie der Transverfalen, ich werde jetzt nur noch 
einige Anwendungen, deren fie fähig ift, andeuten. 

Es feyen A, B, C, (Fig. 32.) die Mittelpunkte 
dreyer Kreife, die in einer Ebene befchrieben find. 
Wir wollen uns Linien vorßellen, die diefe Kreife zu 
zweyen äußerlich berühren; a, b, c feyen die Punkte, 
wo diefe Tangente die verlängerten Linien durch die 
Mittelpunkte fchneiden, d. h. a ift der Punkt, wo 
die Linie BC von der äufsern Tangente der Kreife 
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B, C gefchnitten Avird u. f. av. , dann werden die 
Punkte a, b, e in einer graden Linie liegen, Avie 
Monge aus blos geometrifchen Betrachtungen, die fich 
auf die Geometrie dreyer Dimenhonen beziehen, ge- 
funden hat. Denn AVienn Avir A, B, C den Halb- 
meller der vorhin fo . bezeichneten Kreife nennen, fo 
mulTen die Entfernungen Ba, Ca, den Halbmeflern 
B , C porportional feyn u. f. AV. Wir haben alfo: 


A Ac 



B Ba 

^ Ca 

A äs . .. .. . 

Multiplicirt man diefe 3 Gleichungen, fo kommt 
Ab . Bc . Ca zz. Ac . Ba . Cb 

■ 1 > . ' r - • • *. ■ * 

Avas nach dem erilen Lehrfatze nicht Statt haben kann, 
Avenn nicht a , b, c in einer graden Linie liegen. 

Wir wollen jetzt die innern Tangenten betrach- 
ten. Es feyen a[> b'j c> die Punkte, wo diele Tanr 
genten die Linien durch 'die Mittelpunkte fchneiden, 
dann haben wir Avie vorhin: ; 



A __ 

Äc 1 

*• 

' * ‘ s 

,> * - . . 

£ ~ 

£c' 

^ l 

• • ' \ 1 • 


B 

hä? 

» 1 , » • 

*v 

C ~~ 

lei 

y 

... »!.•'* 

k' 

C _ 

Cb' ' 


' 

A ~~ 

/ 

ÄP 

, 1 

/ ■ 
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und daraus <:’■ , ■ • : 

Äb' .7Tc> . Va ' = J3? . Sa' . CP 

Was nach dem 5ten Lehrfatze beweifet, dafs, wenn 
man die 3 Trans verfalen sfd', BE', Cd zieht, ße 
fich alle in einem Punkte D durchfclineiden werden. 
< Weil Avir haben 


A . •_ Ac 

V 

3 ' EE • 


A Jfd 

- - ' — - 

3 ~ Ed 


fo haben Avir auch 

. 

Ar, j[c' 

- 

Bc Bd 

* 


t)ie Linie AB ift alfo durch die Punkte c, c' 
in proportionale Segment® gethcilt, Avas nach dem 
6ten Lehrfatze beAyeifet, dafs die Punkte a', b', d in 
grader Linie liegen, aus demfelben Grunde auch die 
i Punkte d, a', b, und d, b', a. 

Man kann diefelbe Theorie auf den Fall anAven- 
den, avo die 3 gegebenen Kreife ßch auf der Ober- 
fläche einer Kugel befänden, man braucht dann nur 
auf Bogen gröfster Kreife anzuwenden, Avas >vir von 
graden Linien gefagt haben. 

SQ. Es feyen A, B, C, D die Mittelpunkte von 4 
Kugeln. Wir Avollen uns vorftellen, diefe Kugeln 
feyen äufserlich zu zAveyen von berührenden coni- 
fchen Oberflächen eingehüllt, fo entftehen daraus 6 
verfchiedene Kegel. Die Spitzen diefer 6 Kegel m, 
n, p, q, r, s, AVerden in derfelben Oberfläche liegen. 
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Denn -wenn A, B, C, D die Halbmefler der fo be- 
nannten 4 Kugeln bedeuten, fo haben wir offenbar 
folgende Gleichungen j 


A Am 


B — 

Bin 

B . 

Bn 

> C 

Cn 

C 

Cp 

D ~ 

Dp 

D 

Dl 


A 

Multiplicirt man , fo kommt 

Am . Bn . Cp . Dq — Aq . Brn . Cn . 
woraus nach dem dritten Lehrfatze folgt, dafs die 4 
Punkte m, n, p, q, die die Segmente der Seiten des 
Vierecks ABCD , das nicht in einer Ebene liegt, be- 
grenzen, in derfelben Ebene find. Derfelbe Beweis 
wird auf alle Punkte m, n, p, q, r, s, zu vieren ge- 
nommen, angewendet. Alle diefe Punkte liegen alfo 

> . 4 . * 1 Tr ' • * ' 

in einer Ebene, und noch mehr, beliebige 3 von ih- 
nen liegen in einer graden Linie, weil es z. B. offen- 
bar ift, daGs die 3 Punkte m , n, r, im Durchfchnitt 
der ebenerwähnten allgemeinen Ebene, und der Ebene 
des Dreyecks ABC liegen. 

Wir wollen jetzt die Punkte m' y n J , p', q ', r s 1 
betrachten, die Scheitelpunkte der Kegel, die 2 Ku- 
geln innerlich berühren. 

Man kann die 4 Punkte A, B, C, D, als die 
Scheitelpunkte einer dreyeckichten Pyramide anfehen. 



und wenn man jede ihrer Grundflächen betrachtet» 
fo hat man z. B. für das Dreyeck ABS ' , • 

Äni‘ . Bn‘ . Cr' ~ Aj~‘ . Bin 1 . Cp' 
woraus nach dem 6ten Lehrfatze folgt, dafs, wenn 
man fich 3 Trans verfalen An', Br', Cm' vorftellt, 
diefe 3 Transverfalen fleh in einem Punkte fehneiden 
werden. Eben fo ift es bey den 3 andern Seitenflä- 
chen. Wenn man alfo von jedem Scheitel zu dem 
Durchfchnittspunkt der 3 Transverfalen der gegen- 
überftehenden Grundfläche eine Linie zieht, fo wer- 
den diej'e 4 neuen Transverfalen fich nach dem i2ten 
Lehrfatze in einem Punkte des Raums fchneiden. 


Von den Linien slB, BC, CA ift jede in pro- 
portionale Segmente durch die Punkte m, m' n, n', 
r, r', getheüt; daraus folgt, dafs nach dem nten 
Lehrfatz die 3 Punkte m, n, r, in einer Ebene mit 
den 3 Punkten p'> q', s ' liegen. Eben fo mit den. 
andern. 


29. Es fey ABC (Fig. 34.) ein dem Kreife einge- 
fchriebenes Dreyeck. Durch jeden Scheitelpunkt zlfehe 
ich eine Tangente, die ich verlängere, bis fie die 
entgegengefetzten Seiten in a, b, c fchneidet , dann 
werden die Ptmkte a, b, c in einer graden Linie 
, liegen. • 

Das Dreyeck ABa giebt 
- * __ finAaB 

Ba ßri BAa 

Das Dreyeck ACa 

Ca ßn CAa - 

AÜ finAaC 
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Multiplicirt man, und bemerkt, dafs AaB einerley mit 
AaC ift, und dafs ' •. •'* 

ßn BAa — fin C 
ßn CAa ZU ßri B 

To hat man 

AB . Ca - ßnB 

AG . ßä J lrl C 

Eben fo > 

CA . Bc ßn A 

CB . Äc J tn ß - 

B C . ~Ab ßn C 

. Cb J tn A 

Multiplicirt man diefe 3 Gleichungen, fo kommt 
Ab . ßo i‘ Ca — Ac Bä . Cb 
■woraus nach dem erden Lehrfatz folgt, dafs die 3* 
Punkte a, b, c in grader Linie liegen. 

30. Es fey AB CD (Fig. 35.) ein eingefchriebenes 
Viereck. Ich verlängere die gegenübevftehenden Sei- 
ten AB, CD, bis fie fich in m fcbneiden, eben fo 1 AD, 
BC bis zu ihrem Durchfchnitt in ti, und ziehe durch 
die Endpunkte der einen Diagonale, z. B. AC, die 
Tangenten Ap, Cp, dann 'Werden die 3 Punkte m,n,p, 
in grader Linie feyn. 

t » 

Wenn wir das Dreyeck CDr betrachten, delTen 
eine Seite CD durch m, die andere- Dr durch ny die 
dritte Cr durch p geht, fo geben die Dreyecke ArnD, 
BmC, ACp, Arp , CDn, Cm: 



35 ° 


y4L> __ 

A 

JinAmD 

■Um 

ßin ÜAm 

Cm 

ßin CBm 

-BC 

ßn Brn C 


A 

ßnApC 

Cß 

ßn CAp 

*V — 

ßn rAp 

Ar 

ßin Apr 

Dn 

ßn DCn 

CD 

ßn DnC 

Cr 

ßn Cnr 


rn ,,- finnCr. \\ i. 

Multiplicirt man diele Gleichungen, und bemerkt, 
dafs 

4 ' A A 

finAmD ~ ßnBrnC 

A /\ 

ßnApC —finApr 

ßnCnr — ßnDnC , . ' 

. . finDArn — ßnDÖn 
ßriClim — ßnCAlp. 

' und 

« • . 

AA) y?« r^p • 

SC ßinn Cr f ' 

fo hat man 

-4C’ . Cr . Cm . rp . D/i — Ci? . -rfr . JJm . Cp . rn 

.... (A) 
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aber ‘ ... . ,v-. ■ ■ > • * .. r / 

~AC' •; . Jin Af)C . , , . 

CD ßn CAD . . .. 

^ ‘ ^ — ß n Cy * Ü ’ 

Ar ßn AÖr 

Da nun ACr das Supplement von A]$C ift, fo 
hat -man ‘ .. ■ .... 

AC . Cr — CD . Ar , . . . . . \ 

diyidirt man (A) damit, fo bleibt 

Cm . rp . Dn ~ D/n . Cp i rn . . , . (B) • 

eine Gleichung unter den Segmenten des Dreyecks, 
die nach dem erften Lehrfatz nicht ftatt haben kärin, 
ohne dafs m, n, - p, in : einer graden Linie liegen. 

„ Weil der Durchfcbnittspunkt der Tangenten, die 

, . , .* :i;j ... 

durch, die Endpunkte von AC gehen, auf der, Linie 
mn ift, fo mufs der Durchfchnittspunkt der Tangen- 
ten, die durch die andere Diagonale MD geben, aus 
demfelben Grunde auch auf mn feyn. Alfo liegen die 
4 Pnukte m, n, p, q in einer graden Linie. 

Die Linie mn zwifchen den Durchfchnittspunk- 
ten der Seiten des eingefchriebenen Vierecks, wird 
diirch die Punkte p, ’q, wo die Seiten des umfehrie- 

benen Vierecks fich fchneiden, in proportionale Seg- 

_ yr - * 

mente getheilt, eben fo pq durch m, n; denn das 

umfebriebene Viereck fghl hat zu Diagonalen Jh, gl 
pq. Es ift alfo eine jede von ihnen (12.) von deu. , 

: > % • *1 i * * . * 

beyden andern in proportionale Segmente getheilfp 
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Aber au» demfelben Grunde, warum m, n, p, q iW 
einer graden Linie liegen, liegen auch 
f, h, h, n \ 

und " . - , 


l, k, g, m 

in einer graden Linie, alfo gehen die Diagonalen 
Jh, lg, durch die Punkte n, m, alfo ift pq durch 
m, n, in proportionale Segmente getheilt, und um- 
gekehrt (16.) mn durch p, q. 

Aus denfelben Gründen find die andern Diagona*» 

» 

len Jh, gl durch k, n, und h, m fo getheilt. 

Wir können noch daraus fchliefiren: 
i.) dafs die Diagonalen des eingefohriebenen und 
umfchriebenen Vierecks lieh in einem Punkte h 
febneiden. 


s) Dafs, wenn man aus fl ein Perpendikel auf mn 
fenkt, diele Linie durch den Mittelpunkt des 
Kreifes gehen wird, fo wie die, Welche mab 
f r. von fn, n, fenkrecht auf J 7 i, gT fenkte. 

3) Dafs der Halbrtieifer des Kreifes die mittlere Pro- 
portionallinie ; zWifchen feihex^ Entfernung von k, 
und feiner Entfernung von mn ift u. f. w. 

Doch würden diefe Unterfuchungcu uns zu weife 
führen, Ich bemerke nur, dafs, wenn man aus n z.B. 
die Linien ns, ns' zu den Punkten zieht, wo der 
Kreis von ml gefclmitten wird, diefe beyfjen Linien 

1 1 I -v t." 

nothwendigerweife den Kreis berühren müflen , weil 
n auf pq liegt, von deren Endpunkten pA, pC, qB, qD 
ausgehen, und die Sehnen JC, ED, ss 7 ftch in di- 
nem Punkte h fchneiden. ■ 


1 


3t- Es 
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3i. E 8 fey ABCDEF (Fig. 36.) eift dem KreiTe 
eingefchriebenes Sechseck, ich verlängere die gegen- 
überßehenden Seiten AB, ED, bis fie fich in in 
Schneiden, eben fo BC, EF, und CD, ÄF bis zu 
ihren Durchfchnitten in n, p, dann find m, n, p in 
einer graden Linie. , 

Betrachten wir das Dreyech DlÜr, deffen eine 
Seite DE durch m, die andere Ar durch n, die 
dritte Dr durch p geht, und ziehen die Diagonalen 
FB, FC, FD, FE u. f. W. , fo geben uns die Drey- , 
ecke ßmE, AmD, BnE, Cnr, ADp, Fpr: 

BE fin ßmE 

mE fin mßE 

1 A , ' 

mD ßn mAD 


AD ~ 

fin AmD 

FE _ 

finnBE 

BE ~ 

fin BnE 

CF 

fin Cnr 

Fif 

finnÖr 

AD 

finApD 

Dp 

fin p AD 

Fp 

finrFp 


FF ßn rpF 


Midtiplicirt man diefe Gleichungen, und bemerkt, 
.daß 
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9 . 

JinBmE — finAmD ' v 
finBnE — finCnr. 
fin ApD — fin rpF 

, CT fin Cfir 

rF finFCr 

und wenn wir den HalbmeJTer des Kreifes ~ i 
fetzen : 

ftnmiiE — AE 
fin m AD — BD 
fin nBE — CE 
finnCr — ED 
' fin p AD ~ DE 
finrFp — AE 

finCfir — CE , ' 

fin FC r — DF 

fo haben wir 

mD . nE .,ip — »TZ.' . w . Dp 
eine Gleichung zwilchen den Segmenten des Drey- 
ecks DEr, die nach dem erllen Lehrfatz nicht ftatt 
haben kann, wenn m, n, p, nicht in einer graden 
Linie liegen. 

Es fey ABCDEF (Fig. 37.) ein dem Kreife ein* 
gefchriebenes Sechseck; durch jeden Winkelpunkl 
■wollen wir eine Tangente ziehen, um das umfdirie- 
bene Sechseck abedef zu bilden , dann werden die 
3 Diagonalen cid, be, cf diefes umfehriebenen Sechs- 
ecks lieh alle in einem Punkte E fchneiden. 
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Verlängere ich die gegenüberftehenden Seiten 
BC, FE des eingefchriebenen Sechsecks, bis fie lieh 
in n fchneiden, und ziehe von n zu den Punkten, 
wo die Diagonale Fc den Kreis fchneidet, die Linien 

ns, ns 1 , fo werden diefe Linien Tangenten des Krei- 

# ' * ' *■ 

fes feyn. Denn, verlängert man c5, fe bis fie fich 
in h, cZT, Ja bis fie fich in g fchneiden , fo ha^ man 
das umfchriebene Viereck cgfh , alfo find ns, ns 1 
Tangenten. Man beweifet eben fo, dafs, wenn man 
ylF, CD verlängert, bis fie fich in p fchneiden (Fig. 
3^1 37.), die Linien aus p nach t, t' Tangenten feyn 
muffen; eben fo wenn AB, DE, bis zu ihrem Durch 
fchnitt m verlängert werden, und man aus m nach 
u, u‘, Linien zieht. 

Nun find aber m, n , p in einer graden Linie (31.), 
alfo fchneiden fich ss ', W uu', in einem Punkte, und 
weil fie der Richtung nach in die Diagonalen des 
umfchriebenen Sechsecks fallen, gilt dailelbe von die- 
len Diagonalen. 

-i. s 

Diefen Satz, der fich wie die vorigen auf alle 
Kegelfchnitte erftreckt, verdanken wir Brianchon, 
der mehrere interelfante Folgerungen daraus gezogen 
hat (fiehe feine Memoire im i3ten Hefte des Jour- 
nal de l’Ecole Polytechnique, Tome VI.). 

Man lieht leicht, dafs alles diefs auch auf Figuren 
anwendbar ift, die auf der Oberfläche einer Kugel 
durch Bogen gröfster Kreife befchrieben find. 

Auch find diefe Sätze auf alle Kegelfchnitte an- 
wendbar, da man alle diefe Curven als Schatten be- 
* Z 3 
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trachten kann , die ein Kreis zwilchen einem feuch- 
tenden Punkte und einer beliebig geneigten Ebene 
gehalten, auf diefe letztere wirft. Eine Linie alfo, 
die Tangente einer Curve ift, mufs cs auch am 
Schatten bleiben; Linien, die in der Figur in propor- 
tionale Segmente getheilt find, müllen es ebenfalls 
im Schatten feyn. Man Geht alfo, welche Ausdeh- 
nung man der Theorie der Transverfalen geben kann. 
Uns genügt es, hier ihre Anfangsgründc entwickelt 
zu haben. 
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Folgende analytifche Behandlung der merkwür- 
digen Punkte eines Dreyetks verdanke ich der Güte 
des Herrn Profeflor Gaufs. Auch Euler hat ähnliche , 
Untei-fachungen angeftellt, aber feine Refultate (in 
den Petersburger Commentarien) konnten fchon der 
Methode wegen nicht die einfache Eleganz diefer Un- 
terfuchungen haben. 

Es feyen A, A‘, A" die 3 Winkelpunkte eines 
Dreyecks ünd deren Coordinaten refpective 

x > y , ' 

•• ■ . J y* 

Xf u yll 

Die Coordinaten der Punkte B, B', B u , welche 
tlie Seiten A‘A U } A“A, AA‘ halbiren, werden offen- 
bar feyn 

l(x i +x“), iCy' + y“) . 

§(*" + x), l(y“ +y) 

i(x + *')» i(y + y*) 

Man nehme auf den Linien AB, A‘B', A“B U 
(vorwärts oder rückwärts verlängert, wenn es uöthig 
ift), von A, A J , A“ ab gezählt, Stücke, welche jenen 
refpective proportional find, und fich dazu wie n: 1 
verhalten. Falls man die Stücke rückwärts nimmt, 
hat man n als negativ anzufehen. Diefer Stücke End- 
punkte heifsen C, C‘, C ", fo find ihre Coordinaten v 
x +■ n \ ( x 1 + x u — * 2 x), y + n \ (jy* + y" — &y) 

X* 4~ n -j (x u + x — sx*), y‘ + n £ (y u 4- y — s y') 
x 11 + n l(x + x* — 2x (/ ), y n + «} (v + y* — sy ,f ) 
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oder wenn man 

1 — n — m 
in = ß 

fptzt . , 

*x+ ß(x 4 -ir x 41 ), my + ß (y* + y 44 J 
*x* + ß (x" + x), my 4 + ß (y 44 + y) 

‘‘ ax 4 ‘ + ß (x + x 4 ), my 44 + ß (y + y 4 ) 

Von den Punkten C , C‘, C“ werden Perpen-' 
dlkel auf A'A", A 4 'A, AA 4 , gefällt, man fucht die 
Lage der 3 Durchfchnittspunkte diefer Perpendikel. 
Es feyen die Coordinaten des Durchfchnittspunktes 
der beyden letzten Perpendikel 
5 » * 

welche man mit Hülfe des folgenden Lehrfatzes be- 
ftimmen wird. 

Wenn 

a, b 
a 4 , b 4 
a", b ' 4 
• a‘", b 444 

die Coordinaten von 4 Punkten find, und die gra- 
den Linien durch den erften und zweyten Punkt auf 
der Linie durch den dritten und vierten fenkrecht 
find, fo hat man 

b‘ — b tang. der Neigung der erften Linie gegen 

' a> — a die Abfciffenlinie 

b 444 — b" tang. der Neigung der zweyten Linie 
a 4 “ — a ,i gegen die Abfcifienlinie 
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und folglich da die eine Neigung um 90® grofsec ift, 
als die andere das Product der beiden Tangen- 
ten = — i) alfo 

b 4 — 6 b 444 — b 44 ^ 

a 4 — a a“‘ — a 44 ' • r 

In unferm Falle hat man alfo 

a y' + ß (y" + y ) — M yll— y 

; mx‘ + ß (x u 4~ x) — \ x 44 — X ' 1 

•y" + ß y+ yO — » y—y* __ _ 

ax‘ + ß X + x 1 ) — £ X — X* ~~~ 1 _ 

Hieraus folgt leicht durch Elimination 

t _ C.r — ,yQ (y 4 —y ,f ) ( y“ — y') ■(* — ß ) , 
y(x" — x 4 } ,+ y‘ (*• — x‘) + y u (x 4 — xy 

, xy (x 44 — x 4 ) + x'y‘ (x — x 44 ) + x' 4 y 4 , (x 4 —> ?x) 
y (x 44 — x 4 ) + y 4 (x — x 1 ) + J " l^x' — x) 

, y (x 4 l x 14 — x , x t )-\-y 4 (xx — x 4 , x 44 )-^y 4 (x 4 x 4 — xx) 

y(x 44 — x‘) -\-y 4 (x — x 4 ) + y“ (x 4 — x) 

. t 

Der Werth von t, folgt aus dem Werthe von 
wenn man in diefem alle x, x 4 , x“, mit den entfpre- 
chenden y, y 4 , y“ vertaufcht, wie man auch a priori 

leicht voraus fehen kann. 

* * * « . ’ ’ ' • ' r * r . . . » 

Die Coordinaten des Durchfchnitts des erften 

und letzten Perpendikels folgen, wie man leicht lieht, 
aus { und q, wenn man x mit x 4 t und y mit y 4 
vertaufcht, da aber dadurch % und 1 ihre Werthe 
nicht ändern, indem in beyden offenbar die Coor- 
dinaten der Punkte A, A‘ , A 4 auf gleiche Art en* 
triren, fo ift klar, dafs diefer zweyte Durchfchnitts- 
pnnkt mit dem erften zufamiuenfälit , und eben des- 
halb -fällt der dritte DurchfchnittspUnkt mit den bey- 
den erften von felbft gleichfalls zufammen. 



sCz 

* % , „ 

'H r . * • . 

->'■ Für den SchSverpünkt ift übrigens offenbar ,jtr> 
^ • *■ n sr | • •* ’ . ■ 

alfo ' i ' < ■ • - - ' 

< = P = T " " 

und daher 

4=4 (x + x' + x“) 

*=t (y-+y < + .r < 0 

i 

Für den Mittelpunkt des eingefchriebenen Kreifes ift 


n — i 


alfo 


et = o 

?=l " 

Für dien Durchfchnittspunkt des Perpendikels aus A 
u. C \f. felbft ift 


n 


oder 


« = i 

(5 = 0 


Der Nenner in dem Werthe von 4, ^ ift der dop- 
pelte Inhalt des Dreyecks. 

Anmerkung des Herausgebers. Es ift, nach 
! einem fchönen Theorem des Herrn Profeffor 
* Gaufs, der Inhalt eines Vielecks von n Seiten, 

l. ■ 4 ' 

wenn die Coordinaten der Winkelpunkte nach 
der Reihe in einer Richtung gezählt: 

*> y 

*' y' 


n — J 

y 
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n -* 1 ' n— i 

* (y—j)} 


worüber Er felbft vielleicht, bey einer andern Ge- 
legenheit, uns eine voilftändigerc Abhandlung 
t -^ifchenhen Wird.- - >•>-,. .*T 

Auch folgt leicht aus diefen Formeln, dafs für alle r 
verfchiedene , Werthe von n die Durchfchnittspunkte 
in Einer graden Linie liegen, und ihre Entfernun-i 
gen den Unterfchieden der Werthe von n proportio- 
nal lind. 

Die Formeln für |, q, werden höchft einfach. 

# " l 

wenn man die Abfciflenlinie durch A/fi legt, und 
ihren Anfang in A fetzt, alfo 
x — y ~ y 1 ZZZ o 



. i ’ -rf .-9 ■ • -!» 

jf , . . . O- *- V » 

ZU 131. * 

Dafs die Perpendikel in einem Dreyecke, aus den 
Spitzen auf die gegenüberftehenden Seiten lieh in ei- 
nem Punkte fchneiden , kann man fehr einfach fo 
zeigen. - 

Das gegebene Dreyeck fey BDF, (Fig. 3ß.) und 
die erwähnten Perpendikel BI, DG, FH. 

Man ziehe durch jeden Scheitelpunkt des Drey- 
eckes Parallelen mit der gegenüberftehenden Seite, 
die üch in den Punkten A, C, E, fchneiden, es 
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fteht folglich FR auch auf HE, GR auf GE,' El 
auf HF fenkrecht, und zwar ilt <• ' > 

' JE — Ec 

^ ir ED = DÜ \ . r 

ÄF — FR i 

Befchreibt man nun um das Dreyeck ACE einen 
Rreis , Co liegt fein Mittelpunkt fowohl in ET, als 
in GR, als in FR, diefe 3 Linien müffen ßch alfo 
in einem Punkte fchneiden. 

PuilTant giebt in feinem Recueil der propoßtions 
de Geometrie einen zierlichen analytifchen Beweis, 
und fügt einen geometrifchen bey, der nicht daiTeibe 
Verdienft hat. 


III. 


zu 215. 

Aus diefem Satze leitet man leicht her, dafe, wenn 
360° 


+ 


! I 

t « }? . 5 . 1 ,. 

• • 

‘ * § t 


* .r 


1 fi n {fin* .fin 3 « ^ fin 3 u. fin 5 m 

* 3 f ‘ ' 

. . + 1 \ 

fin (an — 3)« . fin (an — 1)« / 

wozu man übrigens eben fo leicht diirch Analyfe ge- 
langt, denn da - > •: 

. coT a 1 ’ • 

cotg m — -J— 
fin 


cotg 3 « — C H ! 

fin 3 " 


. Z • 'bk ' 
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io m 

. . _ fin 

cotg » — colg 3 » — J - — — 

Jin.m 


.«Olt 


. fin Q ca i 

cotg Zu — cotg 5 U — V— yr- 

° fin 3 m .fin 5 


- . /i« 2 * 

co/5- 5 « — cotgiu — -tt- * ‘ 

fin 5" -Jinju 

fetzt man das bis zu cof^ (an — i) « — — co/g- « fort, 
und addirt auf beyden Seiten, fo erhält man 

ücotgu- fin au + fin 3 l.fin 5 u" 

+ L 

fin (an — 3) « . fin (an — i)«/ 

_ fin»a» fin u. fin am _ n ' x 

Da nun 1 “ J h — fin » 1 

acotgm QcoJ m 

fo folgt eben das, was durch geometrifche Betrach» 
tungen aus dem Carnotfchen Satze flofs. 

Bezeichnet man nun das Product 

fin» .fin 3- . fin 5 » . . .fin (an — i)» 
mit W, und daffelbe Product, wenn 

das erfte und zwcyte Glied getilgt ift, 
mit tVl x ' 93 ’ ' 

das zweyte und dritte Glied getilgt ift, 

*’ . >. * , 

mit W t 5 ' 53 

das dritte und vierte Glied getilgt iß, 
mit /Ff 5 ' 73 

foift . 

w— finrn 2 { 63 + fV^ s ’ 53 ... 

4 - fp t«i— 5 an — »]} 


. \ 
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Um die Summe diefer Reihe zu erhalten, müflen 
wir das Product TV etwas genauer unterfuchep, und 
zwar zuerft für den Fall, wenn n ungrade ift. 

In diefem Falle ift nach gehöriger Subftitution, 
und wenn man fin na/ — z ausläfet 

TV ~ fin u % . fin 3 «r . . . ßn (n — c) « 2 
Multipliciren wir mit fin Zai 2 . fin 4» 2 ... fin(n — 1)** 
fo erhalten wir 

W fin 2m z . fin 4 . . . fin (n — 1) ui 2 — fin u 2 . fin zu 2 . 

• fi n 3* z • • • • fin (« — 1 ) « z 

Da nun 

[ fin (n — 1) •» — cof $1 

fin (« — a,* — cof zu u. f. £ $ 
fo verwandelt fich das zweyte Glied in 
finai 2 cof a , 2 . fin zj? . cof zai 2 . . . fin \ (n — z) 

• co f iC n — 0** 

oder da 

finai 2 cof u 2 — (i ) 2 fin Zu 2 u. f. w. 
fo erhalten wir die Gleichung 

TV fin Zm 2 . fin . . . fin (/z — i)« 2 — Ci) * 
fui Za 2 . fmty » 2 . . .fin (n — i Jtt 2 
alfo 

W — (if - 1 

Ift n grade, fo haben -wir 

TV — finai 2 fin$u 2 . fin (n — i)« 3 
Multiplicirt man diefe Gleichung mit 

fin Zu 2 . firi^ai 2 . . . fin (n — z)a 2 
fo kommt wie vorhin 

• I . ^ I 

TV fin za 2 . ... fin (n — z ) a 2 — (i ) u ~ 3 fin i n a z 
. finau 2 . fini{ü 2 .... finCn — ä)u 2 




V ‘ 
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W ~ G> u * fin \ Tim* 

Da nun aber -Jin nm — ’fin 45 0 , fo haben wir 
auch hier " ' ’ ' 

U.:\ Wz ~ ' ’ * '‘ ,,a 

Es ift alfo allgemein 1 * 

\ . 

" CD a - 1 — jin**{fFL'> s l + 5 3 ... , 

,J_ J.J/' [an .— 3» an— 

• • ' . .. - ' V., . 


- ■ iv. : \ • ‘ 

- . . ; • . ..t \ 

zu 310. 

IV ' 1 

Die Aufgabe läfst fich auch fo fallen: , 

Es ift die Grundlinie eines Dreyecks 
gegeben, der Winkel, der diefer Grund- 
linie gegen über fteht, und eine Linie, 
die diefen Winkel halbirt, man foil 
daraus das Dreyeck finden. t7 

Auflöfung. 

Es fey (Fig. 114.) gegeben 

' im - a 

— b - : • i.'T 

BKC — a* 

k v / 

man fucht 

CK— r 
BK—r> 

, • — • 1 •*» •< - • - , 

Man lege durch K zwey recht winklichte Axcn, 
fo dafs die Axe des x in Hh fällt. Es feyen die 
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Coordinaten von C .... x, y 
e . von H . . . x'> y 1 

von B ... . x u p y u 

So giebt uns die Entfernung des Punktes Cv on B, 
und die Bedingungsgleichung, dafs C, H, B in einer 
graden Linie liegen, die beyden Gleichungen 
(x — x) z + (y ~y¥ — bb — o 
x (y'~y") + x'(y"-y) + x“ (y—jO — 0 f 
Da nun aber 

x — r . cof p y — r . ßn p 
> x‘ - — a yl — o 

v x 11 — r* . cof p y*‘ — r * . ßnp 
To erhalten wir, wenn wir diefe Werthe in (A) 
fetzen 

(r — r')* cof p z + C r + r‘) z ßn p z — bb — o 
* srr' cof p — a (r 4- r‘) — o 

Setzt man nun 

' r + r' — £ ■ \ 

* r — r* — « 

fo verwandeln fich die vorigen Gleichungen in 

"+*♦*«- 4k=° ] 

2« > W 


I iitu 6 

Vi +4? TT- 5=0 

cojp J 

Man braucht nur zu addiren, fo kommt 
ü — 2 a cof p( — bb—o 


alfo 

i — acojp 

oder wenn man ff- + aac0 A* . - 

coJp z 

fetzt 

% — cofp («=tc) 


r (66 + na co/* p 2 ) 
cc 


Elimi- 
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\ '* * 

Eliminirt man aus (B) ($, fo erhält man 
hk + 2 atg<p . i — bb = o 
alfo . . .. 

* = -t- { — zaßn&fa -f- c')}? 

und endlich ... 

r — § cof $ (o +_ c) +_ 5 {bb — 20 ßn <p Ca 4- c) } * 
r'zzicoffy (n +_c)‘+'| {bb — naßinq (a 4- c) 


V. G 

zu 350. 

. \ * 

Eine mir von Herrn Profeflor Gaufs mifgetheilte 

Auflüfung dietes Problems hat einige Ähnlichkeit mit 
• \ ’ • 
der hier gegebenen: doch fclieint fie mir in mehr 

^ls einer Rücklicht noch einfacher. Folgendes lind » 

die Hauptmomente diefer Methode. 

Es fey der HalbmelTer des K reifes ( r, die Coöt* 
dinaten der Winkelpunkte des Polygons 

■ r co/ 4> , r ßn tp ' ' . 

rcofp 1 , rßmp 1 
rcofp", rßmp u etc. 

endlich die Coordinaten der gegebnen Punkte, durch 
welche die verlängerten Seiten des Polygons gehn, 
(welche refpeclive den erlten und zweyten Winkel- 
punkt, den zAveyten und dritten u. f. w* verbinden) 
acof A, aßinA 

a'cofA', a'flin A l * 

a^cofA", a^ßuA“ etc. 

♦ 

n. a* 
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i Dann ift, nach dem Grundfatze, dafs, wenn drey 
Punkte, deren Coordinaten x, y j x', y‘ ; x ", y u 
find, in einer geraden Linie liegen, die Bedingungs- 
gleicbung 

X y> 4 . x ‘y n + x “y — x 'y — x"y' — xy°~o 
Statt hat, 

rr cuftp ßntf 4 racof V finA 4 circoß Afin$y__ q 


— rr cof 4 / ßin 4» — ar cofA ßn 4/ — ra coJ<p ßnA • 
oder 

rfiin (4»' — 4>) — aßin^' — A) + aßnfo — A) —o 

oder 

r cofi (4»' — 4 >) ~ o co ß tl W + 4 > — ) 

Entwickelt man diefe beyden Cofinus, dividirt 
dann mit cof\$ coß\ 4»', und bezeichnet tätig \ 4> mit 
t, tanglV mit t\ 

„ml a -&A- n = F ^fA = f. t» wird • 


I. t = 


r — acoj A 

1 — at 1 


r— acoj A 


x — ßt' 

Ganz auf ähnliche Art wird, wenn man 

. ,, a' finA' V * r+a' cofA' 

tang^ — ’ r ,_ a , co r A > - • » r -a'cofA' = ß 


fetzt, 

II. V == 


*' f" 


u. f. w. 


\ . 

10 Vl€ 


x' — ß't-' 

Man fleht hieraus, dafs man fo viele Gleichun 
gen erhält, als das Polygon Seiten hat, und dafs man 
durch Verbindung derfelben zuletzt auf eine quadra- 
tifche Gleichung für t kommt. 
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Aufgabe. 

Es find drey Kreife der Lage und Gröfse nach 
gegeben, man foll einen vierten befchreiben, der fie 
alle berührt. 

Auflöfung. 

Man lege durch den Mittelpunkt des einen Krei- 
fes die fenkrecliten Axen, und nenne die Abftände 
von diefen Linien 

Des Mittelpunkts des zweyten Kreifes . . . . a, b 
* des dritten Kreifes . . . . a', b* 

des gefuchten .... x, y 

Die Entfernung des Mittelpunkts des erden Kreifes, / 

vom Mittelpunkte des gefuchten heifse — z, fo ift 

z — c die Entfernung des Mittelpunkts des 
zweyten vom Mittelpunkte des ge- 
fuchten, 

z — c 1 die Entfernung des Mittelpunkts des 
dritten vom Mittelpunkte des ge- 
N fuchten; > 

Vvo c den Unterfchied der HalbmelTer des erden und 
zweyten, und d den Unterfchied der HalbmelTer des 
erden und dritten Kreifes bedeutet. 

Wir haben folgende Gleichungen: . , 

xx -f- yy ~ ££ 

(* — a T + (y — h T — (*— -e>* 

(* _ a> )* + (y — b ') 2 — (x — d) z 

Aas 
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Setzt man 

* rr zcoft 
y — z fin$ 

fo erhält man aus den vorigen Gleichungen 

cia 4- bb — cc ~ zazccß i p 4- ibz ßin q> — qcz 
a'a' + b'b ' — c'c 1 — aa'zcofip + ab'z ßnq, — ac'z 
Dividirt man die erfte Gleichung mit a coß<p +b ßn$—c, 
die zweyte mit a‘cofq>-\~ b'ßnip — c‘, und zieht fie 

dann von einander ab, fo erhält man 

/ ' - 

a‘a' 4* b'b 1 — c'c' aa 4- bb — cc 

a' coßq> + b'ßn <p — c' a co[$ + b ßin <p—c 

oder wenn wir bezeichnen 


a'a' 


4. b'b' — c'c' — A' 


«a 4. bb — cc tZ A 

{A'a — Aa‘) cof 4. {A'b — Ab') ßmp — A'c — Ac' 
Setzen wir nun 

A'a — Aa' =2 RcofM 
A'b — Ab' — RßriM 
A'c — Ac' — JV - 

fo verwandelt (ich untere Gleichung in 
Roof (<p — M) — N 

worin aufser <p alles gegeben ift. Man erhält daraus 
zwey Werthe für <p, unter denen man nach der Art, 
Wie der gefuchte Kreis berühren foll, zu wählen 
hat. 
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Entwickelung der Grundformeln der fphäri« 

fchen Trigonometrie. 

... ■ ■ \ 

Sind a, b, c die Seiten; A, B, C die gegenüber- 
ßehenden Winkel eines fphärifchen Dreyecks, fo iß 
cof a ~ cofb . cof c + ßin b . ßin c . cof A 
wie Lagrange, für den Fall, dafs fowokl b als e 
kleiner wie go°, elegant bewiefen hat. Indeßen läfst 
ficli der Beweis leicht auf alle andere Fälle aus* 
dehnen. • . 

Es können folgende Fälle eintretenj 

I. b < go° 

c < 90° ^ 

Hier gilt der Beweis unmittelbar. 

II. b > 90° 

c > 90° » 

Man verlängere die Seiten b, und c über die 
Punkte B und vC hinaus bis^ zum Durchfchnitte 
A‘, und beftimme den Werth von a aus der 
Betrachtung des Dreyecks A'BC. 

III. b > 90° 
c < 90° 

Man verlängere die Seiten b, und a , über die 
Punkte A und B hinauä bis zum Durchfchnitte 
t\ in dem Dreyeck C‘yJB iß fodann aus Fall I 
coJX lgo 0 — a) = cofc . cof (lßo 0 — 6) + fihc 
-ßn{ ißo° — b) cof (ißo 0 — A) 
welches mit der Grundformel identifch iß. 
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I 


■ Mit diefem Falle ift b ■< 90° und c > go° \ve- 
fentlich einerley. 

‘ IV. b = 90° 

J = 9 o° , . ■ . . 

Hier ift C der Pol von alfo nothwendig auch 
« = 90°. Folglich ift die Formel 

eo/ (t — cofb . co/ c + ßnb . fine . cofA 
von felbft evident. Mit diefem Falle iß c = 90°, 
A — 9 o° wefenllich einerley. 

V. b = 9 o° 

A ^ 90° 

* / 

1) c = 90°. Dann wird A der Pol von c, alfo 
b — 90°, und <1 = A* Die Gleichung 

cof a = cofb . cof c + ßnb . fin c . cofA 
ift von felbft evident. 

• . A ' » 

2) c c go°. Hier wird c über B hinaus bis zur 
Länge von go° fortgefetzt. Aus der Betrachtung 
des Dreyecks folgt dann 

cof a = cof (90° — c) cofA + fin (go° — c) 

, fin A . cof 90° 

, 1, oder 

cof a — fin c . cof A 

daher die Formel auch in diefem Falle richtig ift. 

3) c > 90°. Hier wird von c der Bogen 90° in 
dem Punkte R abgefchnitten , dann folgt aus Be- 
trachtung des Dreyecks BRC 

cof a — cof{c — 90°) cofA + fin (c — 90°) 

JinA . cof 9 o° 

oder 

cof a — fin c . cof A 
wie im vorigen Fall. 
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* 

1 

Die Fälle, wo b < go° oder b > go°, und zu- 
gleich c — go°, find mit den beyden vorigen wefent- 
lich einerley. 

4 

Zählt man alfo alle mögliche Fälle auf. fo folgt 
der Beweis, wenn 

Be^de Seiten kleiner als go° aus 

Beyde Seiten gröfser als go° aus 

Eine gröfser, die andere kleiner als go° aus 
Beyde — go° aus 

Eine x: go° die andere kleiner aus 

Eine — go° die andere gröfser aus 

' 1 

Wir können alfo allgemein annehmen : 

(A) • * . cof a — cofb . cof c -{- fiub .finp . cof A 
und cbenfo 

(а) cofb — cof a . cof c 4- finci.'finc . cofB 
dividirt man (A) mit fine , und multiplicirt (a) 
mit cotgc, und addirt, fo erhält man 

cof a cof a cof c* 

fin c fin c 

alfo 

( 3 ) co f a • fi n c — ß n ^ ’ co f d + fi n a • co J c • co fB 
ebenfo 

(4) cofc . fina— finb . cofC 4. fine . cof a . cofB 
Multiplicirt man (4) mit cofB, und addirt (3) 

(5) cofa . fin c . fin B 1 xs fin b . cof A 4- fin b 

. cofiB . cofC 

ebenfo 

( б ) cofa . finb . fin C 2, , “ fine . cofA 4- fin* 

. cofB . cofC 
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4. finb : cof A 4- fina 
. cof c . cofB 


I 

II 

III 

IVu.V.i. 

IVu.V.s. 

lVu.V.3. 
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Multiplicirt man (5) mit 'Tß^ i un< ^ z * e ^ davon 

(6) mit multiplicirt ab, fo erhalten wir 

cof a 

• (7) ßn c 2 . ß n B z — ßn b z . ßin G’ 2 — o 
' oder . 

(B) . . . ßn c . ßn B — ßn b . ßn C 

-und wenn man (A, 5) mit ßinb dividirt, und da- 
von (B) mit C .°J. U - Jl n _ multiplicirt abzieht. 
ßnb 

(C) . . . cof A = — cof B . cofC 4- ßn B . ßn C . cofa 
endlich wenn man (A/4) m* 1 ß nc dividirt, und 

(B) mit c .°-ß . multiplicirt, davon abzieht. 

ßnc 

(D) . . . cotgc . ßna — cotgC . ßnB — cof a . cofB 

Aus diefen 4 Grundformeln folgen die fogenann- 
ten Neperfchen Analogien, rnd die Abkürzungen, 
welche durch die Bedingung, dafs das fpbärifche 
Dreyeck recht winklicht feyn foll, angebracht werden 

können , von felbft. ’ ' 

* \ 

Man vergleiche mit diefer Entwickelung die von 
JLagrange im fecheten Heft des Journal de l’Ecole 
Polytechnique. 
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VIII. 

• • -<» * 

zu 357. 

Auf ähnliche Art wie vorher das Problem der 

* * 

3 Kreife, lafst fich auch diefes durch analytifche 
Geometrie auflöfen. 

I 

Man lege 3 auf einander fcnkrechte Ebenen durch 
den Mittelpunkt der erften gegebenen Kugel, fo dafs 
die Coordinaten des Mittelpunkts der erften o, o, o 
des Mittelpunkts der zweiten ci> b, c 
des Mittelpunkts der dritten a', b', c* 
<"Y . des Mittelpunkts der vierten a 11 , b u t c M 

des*Mittelpunkts der gefuchten x, y , z 

Dann ziehe man vom Mittelpunkt einer jeden 

•v 

Kugel zum Mittelpunkt der gefuchten grade Linien, 
und nenne die Linie vom Mittelpunkt 

der erften zum Mittelpunkt der gefuchten . . . £ 
der zweyten zum Mittelpunkt der gefuchten . . . — e 

der dritten zum Mittelpunkt der gefuchten . . . e 1 
der vierten zum Mittelpunkt der gefuchten . . . 4 — e '* 

wo e, e 1 , e 11 die Differenzen des Halbmeffers der an- 
dern gegebenen Kugeln von dem Halbmeffer der er- 
ften find. . . 

Wir haben alfo die Gleichungen 

44 = ** + yy + bz 

(4 — e) z — (x—d)* 4. (y—by + (z-c) z } 
(Z~e‘) z — (x—ciy 4. (y—by 4. (z—c f > • • ^ 
(i-e<y ~ (x-a'y + (y-b‘y + (z-c“y J 
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daraus werden 

ax -f. by 4 cz — — l(aa 4. bb ' 

4 cc — ee) — j A 

a'x 4. b'y 4. c'z — ?,e‘ — \(a‘a‘ 4 b‘b‘ > i 
4 dd — de‘) — A‘ 

> a ,, x 4 b“y 4 d*z — Z,e u — | (a“a“ ^.b“b“ 

4. d , c“ — e“e“) ~ i A“ • 

Multiplicirt man die erfte mit b‘, die zweyte mit 
— b, und addirt, multiplicirt Avieder die erfte mit b u t 
und die dritte mit — b, und addirt, fo kommt 
(ab' — a'fyx 4 (cb 4 — db)z — (eb 4 — e‘b ,4 1 

=*( Ab‘-A‘b) I 

(ab 44 — a 44 b)x + (cb 44 — c“b)z — ( eb “ — e"Z>)4 ' 

— \(Ab t4 — A , 4 b) 

■ 1 - 1 

Multiplicirt man die erfte mit , (cb“ — c 44 b), die 
EWeyte mit ( db — cb ') und addirt, fo kommt 

cb 44 — c 44 b) ( ab 4 — a 4 b) — (cb* — db)(ab 44 — ci“b)) x — 
{( cb 44 — c“b) (eb 1 — b‘e) — (cb 4 — db) (eb“ — b“e)} 4 — 

( J) cb“ —c“b)(Ab 4 — A‘b ) — ^ (cb‘ — c 4 b)(ylb 4 i — A“b) 

verfährt man ebenfo mit d, — c, c lt , — c u. f. av., fo 
leitet man noch folgende Gleichungen ab, avo Avir 
die bekannten Coefhcienten in der fchon entAvickel- 
ten mit a, ß, y, in den noch zu entAvickelnden, durch 
diefelben Buchftabeu mit Accenten bezeichnen avoI* 
len : 

ax — ßi — V 
m y — g'4 — y 4 
*“z — ß“$ — v 

• * . * ... 
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V / 

alfo 

ec 

y = • (D) 

ur i 

Ä 

Setzen wir diefe Werthe In die Gleichung 
44 — xx 4. yy + zs 

fo Kommt 

m 4 m‘ 

n n 

wo m, m‘, n bekannt find, und zwar ift 
Ul =x 2(>0«'<»W' -f- y'ß'aau“»“ + 

Ttl 1 — a‘a‘a, Jt u i, yy -}- Ma ,l a l, y , y i -f- ctota , a > y , 4 y u 
n= aua'a J <x ll a a — ( au »‘u 1 + «aa // a // 4- u. l x l u u * u ') 

wir haben alfo 

/ 

4 = — (m rfc T~(^nm' 4. mm)\ i 

in ’ 

Setzt man diefen Werth in die Gleichungen (D), 
fo erhält man unmittelbar die Coordinaten des Mittel- 
punkts der gefuchten Kugel : 

* = — 4 . — {m Y~ ( 4 nm> + mm ) \ 

a 1 San v / 

Y — - 7 4. {m ±z ( 4 nm> + tnm)\ 

*' 2 « ‘n ß 

z - V» + Sz + r (4 " m ' + mm) } 

Der HalbmetTer der gefuchten Kugel folgt eben 
fo unmittelbar aus 4 » wenn man nur den Halbrei- 
fer der erften davon abzieht, oder dazu addirt, nach- 
dem diefe erlte von innen oder aufsen berührt wird. 
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No. 1. Der Correfpondence^ für PEcoIe poly- 
techilique enthält geometrifche Unterfuchungen über 
Berührungen von Kugeln, und eine daraus herge- 
leitete Auflöfung diefes Problems. Das Problem von 
den 3', durch einen 4t’en zu berührenden Kreifen, 
Avird dort auf folgendes Problem zurückgebracht: 

„unter allen Kugeln, die 5 gegebene berühren 
„können, diejenige zu finden, deren Mittelpunkt 
;,mit den Mittelpunkten der andern 3 in einer 
„Ebene liegt.“ 

Biot, ftfalus. Berge, Dupuis, Briffon u. f. av. , ha- 
ben lieh mit diefen Problemen befchäftigt. Ihre Ar- 
beiten liegen im Mfc. in der Ecole polyt. 

In No. 5. pag. 193. ift eine einfache geometrifche 
Auflöfung von Cauchy enthalten. 

Im Januarltück diefes Jahrs (1810), Avelches ich fa 
eben erhalte, ift noch eine analytifche Auflöfung von 
Franqais, die ich ihrer Eleganz Avillen, und Aveil die 
Correfpondence für 1 ’ Ecole polyt. Avohl in den Hän- 
den der Avenigften Lefer ift, hier mittheile: 

Es feyen 

r, r 1 , r u , r‘ n die Halbmefler der 4 gegebenen Kugeln, 

2 a, 2 b, 2 c die Entfernungen des Mittelpunkts 
der elften Kugel von den Mittel* 
punkten der andern. 

R der HalbmeHer der gefuchten Kugel, 
t, t'i {“, t“‘ die Entfernungen ihres Mittelpunkts 
von den Mittelpunkten der 4 gegebe- 
nen Kugeln, 

fo 

• . *' • !. • x 

• / # ’ • ' > 

, 
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fo hat man 

R-fr — f 
R +' r< — e ‘ 

R + r n — - ?" , 

R Hh r ,u — f“‘ J 

Wir wollen hier nur die oberen Zeichen betrach- 
ten , da die untern eben fo behandelt werden. 

• Zieht man die erfie Gleichung von den andern 
ab , fo erhält man - 

r — r 1 — g* — g 
r — r“ — g“ — f 
r — r ut — g — g 
Setzt: man der Kürze wegen 
r — r* — ad 

, ... \ 

f — ; ** 

r — r ut — ad“ 
fo erhält man 

? 4. ad 1 


00 


( 3 ) 


! — e + 2« 

f" ~ r 5 

f '" — t + ac?" j 

Man hat aber auch . 

e Y — g( + 4 — 4 ß ? co/ ( f , «) 'j 

e'V' — f? + Abb — Ahg cof<j, b) [ 

e W ( W— ee _j_ /j CC co/ (f, c) J 

und aus Verbindung der Gleichungen (3) und ('s) 
g (acof ( g, n) 4. d) — aa — dd "| 
g (b cof (?, b) + d‘) — bb — d‘d‘ (4) 
g (ccof(g t c) -f. d“) — cc — - d u d“ j 

Diefe Gleichung ßellt 3 zweytheilige Hyperbo- 
loiden vor, die im Mittelpunkte der elften Kugel 

II. Bb, 
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einen gemeinfchaftlichen Brennpunkt haben, und 
deren Umdrehungsaxen die Linien find, -welche den 
Mittelpunkt diefer Kugel mit den Mittelpunkten der 

> t 

3 andern verbinden. 

d, d^'d“ find die halben grofsen Axen diefer 
Hyperboloiden, und a, b, c die Entfernungen ihrer 
Mittelpunkte von den Brennpunkten. Die gemein- 
fchaftlichen Durchfchnitte ihrer Oberflächen geben die 
Auflöfung der Aufgabe. Wir werden aber gleich fe- 
hen, dafs man diefe Hyperboloiden nicht zu conftrui- 
ren braucht, fondern dafs die Conftruction der Auf- 
gabe durch Lineal und Zirkel gefchehen kann. 

Eliminirt man g aus den Gleichungen (4), fo er- 
hält man folgende 3, wovon jede aus den beyden 
andern hergeleitet werden kann. 


_d‘ ( aa — dd\ d / bb — d'd‘\ 


(bb — d'd‘\ r , . 


d“ ( bb — d'd'\ d‘ (cc — dyd ,f \ 

- ~{~ü j~r ) 

d ( cc — d“d" ^ d“ ^aa — dd'j 


> ( 5 ) 




J V 


Jede diefer Gleichungen ßellt einen fenkrechten 
Kegel vor, der feinen Scheitelpunkt im Mittelpunkt 
der erften gegebenen Kugel hat. Ihre Durchfchnitte 
zu zweyen, geben zwey Linien, wodurch 2 ver- 
fckiedene Lagen von j beftimmt werden. Wir wol- 


1 
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len die Conftruction des Kegeis, 
chung vorfiellt» andeuten; die 1 
den auf ähnliche Weife conftruirt. 


in ihrer gegebenen Lag« 
z vorftellcn, fo werden 
Punktes ihnen refpective 


Die Linien a, b, c 
Tollen die 3 Axen der x, y-, 
die Cöordiriaten irgend eines 
parallel feyn. 


Auf der Axe der x nehme ich eine Entfernung 

AP — ^ ~~ d'd* au £ J ei . ,J er y A Q C AL — 

b a 

welches die Coordinaten des Punktes M find. Durch 
diefcn Punkt und den Urfprung ziehe AM die Axe 
des gefuchten Kegels. Ueber AM befchreibe ich einen 
halben Kreis , in dem ich die Sehne Aß abfchneidc 
_ d< ( aa — dd\ d ( bb-d'xl‘\ Dic Linie AB ift 
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Die Axen der andern Kegel findet man in ‘der Ebene 

der xz, und in der Ebene des xz. Die Linien, durch 
* U ■* 

deren Umdrehung fie entftehen, findet man ebenfo wie 
AB, auch kann man die Durchfchnitte zweyer diefer 
Kegel leicht durch Lineal und Zirkel erhalten. 

Man findet zwey Auflöfungcn für die Lage von 
g, weil die Gleichungen (fl) bis auf das Zeichen die- 
felben find, man mag nun alle obern, oder alle un- 
tern Zeichen in die Gleichungen (1) nehmen. Da 

% 

wir aber die Quadrate der Gleichungen (e) gebrauch- 
ten , die beyde Zeichen in fich fallen , fo mufsten 
wir die AuflÖfung für beyde Fälle erhalten. 

Ift die Lage vdh f beftimmt, fo find cof a), 
(cof (, b), cof (?, c) bekannt. Irgend eine von den 
Gleichungen (4.) giebt alfo unmittelbar die abfolute 
Dänge diefer Linie, und folglich die des HalbmelTers 
R. Man kann in der vorigen Confiniction einen der 
Kegel durch eine Ebene erfetzen, die durch den Ur- 
fprung geht, denn da jede Combination der Glei« 
chüngen (5) eine von ihnen erfetzen kann, fo braucht 


J// J . 

man nur die erfte mit — * die zweyte mit — die 

c . a 

d 1 ’ 

dritte mit zu multipliciren , und fie dann zu ad- 


diren, um 

* r 
I 


t( cc ~c d " d " y 

(6) J + co/(f , [_ 


/ 
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zu erhalten, d. h. die Gleichung einer Ebene, die 
durch den Urfprung geht, und einen der Kegel (5) 
erfetzen kann. * ' • 

Stellt man fie der Kürze wegen durch 
Icof {(, a) + mcof (?, b) + rtcof ( f) c) — o . . . (A) 
vor, und fetzt * 

Jl + mm + nn + -Im cof (cf, b) 4 --ln cof (a, c> 

+ 2 mn cof (b, c) — KK 
ehenfo die Winkel, welche diefe Ebene mit den 3 
coordinirten Ebenen macht = {A, ab), (A, ac ), (A, bc), 
fo hat man • '» 

coj\j, bc) - 
cof CA, ac) — m ' 

cof (A, ab) — — ) 

Diefe Ebene ifl alfo ganz ihrer Lage nach gege- 
ben, und ihr Durchfchnitt mit einem der Kegel (3) 
giebt die beyden Richtungen von 
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Errata, 


s- 3 

7.eilc 

3, u. ilatt zu* lies in. 


7 

— 

13. 0. — Funktionen — Functionen. 


. 12 

— 

10. 0. — den — die. 


. 4a 

— 

6. u. — im — ein. 


44 

— 

13, 0. — in — zu 

* 

60 

— 

10. 0. mufs das Comma hlntCT Summe weg. 


. ' \ 

— 

6 . u. Ilatt des Products — der Producte. 

A 

62 

— 

unten — Ffichcninhalt — Flächeninhalt. 


73 

— 

5. u. — Ivugelfchnitt — Eegelfchnitt. 



101 f'iq. ff» entgegengesetzte Winkel — gegcniiberiiehendc Winkel. 
153 ■ — I, o. ilatt Gun fi — Gaufs, 

157 — 6. o. — der — die. 

168 — 13« o. — grade — gradlinichte. 

169 fq. für gradlinigt — gradlinicht. 

IS9 — 6. u. flau Grade, Linien — - grade Linien, 

209 ■— 3. o. — KugeUchuitt — Kegelfchnitt. 

213 — 2. o. — zu — in. 

221 — XO. «. — »n — in 

247 “ 5. o. — in das Franzöfifche — in das Franzöfifche 
überfetzt. 

285 fqq- ff» Bögen lies Bogen. / . 

324 — 7. u. ilatt noch leichtere nach leichten. * 

330 — 6. u. — zu — in 

364 <— 10. o. — Recucil der — Rccueil des 







Leipzig, gedruckt bey J. G. Neubert. 
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